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ANONS

| Anons

Forum Matematykow Polskich jest wydarzeniem cyklicznym, organizowanym
przez Polskie Towarzystwo Matematyczne we wspdtpracy ze szkotami wyzszy-
mi dzialajacymi w osrodku akademickim wybranym na miejsce obrad. Bedac
jednym z najwazniejszych wydarzen w kalendarzu polskiej spotecznoéci mate-
matycznej, Forum

przycigga wybitnych naukowcéw oraz mtodych adeptéw matematyki pra-
cujacych zaréwno na terenie Polski jak i poza jej granicami,

jest miejscem, w ktérym dyskusja o najnowszych trendach i kierunkach
rozwoju wspodlczesnej matematyki przeplata sie z refleksjg nad jej historia,

wzbudza zainteresowanie nauczycieli matematyki,

wzmacnia wspoétprace pomiedzy osobami z réznych srodowisk zaintereso-
wanych podniesieniem poziomu edukacji matematycznej w Polsce,

w ramach imprez popularyzujacych matematyke, promuje nauki $ciste
wsrod dzieci i mtodziezy,

sprzyja integracji Srodowiska matematykow polskich i jest okazjg do dys-
kusji o problemach nurtujacych to srodowisko.

10. Forum Matematykdéw Polskich bedzie miato miejsce w dniach od 8 do 12
wrzes$nia 2025 roku w Bialymstoku. W ramach Forum planowane jest

wreczenie Nagrod Gtéwnych PTM:

— im. Stefana Banacha za osiggniecia w dziedzinie badan matematycz-
nych,

— im. Samuela Dicksteina za osiggniecia w dziedzinie edukacji mate-
matycznej, popularyzacji i historii matematyki,

— im. Hugona Steinhausa za osiggniecia w dziedzinie zastosowan mate-
matyki,

— nagrody dla mlodych matematykéw za osiggniecia badawcze,

wreczenie Nagrody im. Kazimierza Kuratowskiego za osiagniecia naukowe
w zakresie matematyki,
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* wreczenie Miedzynarodowej Nagrody im. Stefana Banacha za wybitna
prace doktorskg w dziedzinie nauk matematycznych,

* wyktady laureatéw,
* wyktady plenarne zaproszonych prelegentéw,
* wystapienia uczestnikéw w ramach sesji tematycznych,

* uroczyste nadanie tytulu honorowego cztonka PTM dr. hab. Edwardowi
Tutajowi,

* dyskusja na temat nauczania matematyki w Polsce.
Réwnoczesnie z 10. FMP w Bialymstoku bedzie miata miejsce dwudziesta pierw-

sza edycja Ogolnopolskiej Konferencji Nauczania Matematyki w Uczelniach
Technicznych.

| Historia

Polskie Towarzystwo Matematyczne wywodzi sie z Towarzystwa Matematyczne-
go w Krakowie, zalozonego 2 kwietnia 1919 roku. Statut Towarzystwa okreslat
jego cel jako wszechstronne pielegnowanie matematyki czystej i stosowane;j
poprzez odbywanie posiedzen naukowych z odczytami, wydawanie czasopism
periodycznych i prac o treSci matematycznej oraz utrzymywanie tacznosci z ma-
tematycznym ruchem naukowym za granica, podniesienie poziomu edukacji
matematycznej w szkotach srednich miedzy innymi poprzez wplywanie na do-
bér podrecznikéw szkolnych. Do wybuchu II Wojny Swiatowej odbyly sie trzy
Zjazdy Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Pierwszy Polski Zjazd Matematyczny odbyt sie¢ w dniach 7-10 wrze$nia 1927
roku we Lwowie, zostal zorganizowany przez Oddziat Lwowski PTM, przewod-
niczyl mu Wactaw Sierpinski. Celem Zjazdu byto zaznajomienie jak najszerszego
ogétu matematykéw polskich z najnowszymi odkryciami w matematyce oraz
bezposrednie spotkanie matematykdéw z réznych osrodkéw w Polsce. W uchwale
koncowej uczestnicy Zjazdu zaapelowali miedzy innymi o gruntowna reforme
programu nauczania matematyki w szkotach $rednich.

Drugi Polski Zjazd Matematyczny odbyt sie w dniach 23-26 wrze$nia 1931
roku w Wilnie, zostal zorganizowany przez Oddzial Wilenski PTM, przewodni-
czyt mu Wiktor Staniewicz. Jedna z uchwat przyjetych przez Zjazd dotyczyta
przygotowania nauczycieli matematyki szkét srednich. Uczestnicy Zjazdu uznali
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LAUREACI

za pozadane by do wymagan egzaminacyjnych dla kandydatéw na nauczy-
cieli matematyki szkdt Srednich zostala wlaczona matematyka wyzsza wraz
z zarysem historii matematyki.

Trzeci Polski Zjazd Matematyczny obradowat w Warszawie w dniach od 28
wrzesnia do 3 pazdziernika 1937 roku. Celem Zjazdu byt przeglad dorobku ma-
tematycznego w Polsce po szesciu latach, jakie uptynely od poprzedniego Zjazdu
oraz nawigzanie SciSlejszego kontaktu osobistego pomiedzy matematykami.

Od 2006 roku w miejsce Zjazdéw Polskiego Towarzystwa Matematycznego
organizowane sg Fora Matematykdéw Polskich, adresowane do catego $srodowiska
matematykéw polskich.

Dotychczasowe Fora:

* 9. FMP, Katowice, 9-13 wrzesnia, 2024,
e 8. FMP, Lublin, 18-22 wrzesnia, 2017,

e 7. FMP, Olsztyn, 12-17 wrze$nia, 2016,

* 6. FMP, Warszawa, 7-12 wrzesnia, 2015,

¢ 5. FMP, Rzeszow, 16-20 wrzesnia, 2013,

* 4. FMP, Olsztyn, 1-3 lipca, 2010,

* 3. FMP, Krakow, 30 czerwca - 2 lipca, 2009,

e 2. FMP, Czestochowa, 1-4 lipca, 2008,

* 1. FMP, Gdansk, 4-8 wrzesnia, 2006.

| Laureaci

* Juliusz BANECKI * Borys Kuca
Uniwersytet Jagiellonski Uniwersytet Jagiellonski

* Urszula Fory$ * Maciej KUCHARSKI
Uniwersytet Warszawski Uniwersytet Wroctawski

* Damian GLODKOWSKI * Barbara RoszKOwsKA-LECH
Uniwersytet Warszawski Politechnika Warszawska

* Agnieszka HEJNA-LYZwA * Jakub SKRZECZKOWSKI
Uniwersytet Wroctawski University of Oxford
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| Wyktadowcy plenarni

* Agnieszka BODZENTA-SKIBINSKA
Uniwersytet Warszawski

* Artem Dubpko
Polska Akademia Nauk

* Piotr DYSZEWSKI
Uniwersytet Wroctawski

* Andrzej INDRZEJCZAK
Uniwersytet £.6dzki

e Jacek JENDREJ
Sorbonne Université
Akademia Gérniczo-Hutnicza

| Komitety

Komitet naukowy
Przewodniczacy

e Tomasz BRZEZINSKI

Uniwersytet w Bialymstoku
Swansea University

Czlonkowie

* Radostaw Abamczak
Uniwersytet Warszawski, ZG PTM

* Zbigniew BARTOSIEWICZ
Politechnika Bialostocka

* Leokadia Biaras-CIEZ
Uniwersytet Jagiellonski, ZG PTM

* Krzysztof DEBICKI

Uniwersytet Wroctawski

Lech MALIGRANDA
Politechnika Poznanska
Ryszard MAZUREK
Politechnika Bialostocka
Andrzej S1TARZ
Uniwersytet Jagiellonski
Karol ZyCZKOWSKI

Uniwersytet Jagiellonski

Stefan JACKOWSKI
Uniwersytet Warszawski
Wiestaw KuBi$

Uniwersytet Kardynata Stefana
Wyszynskiego

Mariusz LEMANCZYK
Uniwersytet Mikotaja Kopernika
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KoMITETY

* Waclaw MARZANTOWICZ * Agnieszka TERESZKIEWICZ
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza Politechnika Biatostocka

* Piotr SOoLTAN * Agnieszka WYLOMANSKA
Uniwersytet Warszawski Politechnika Wroctawska

* Jacek TABOR * Ewelina ZATORSKA
Uniwersytet Jagielloniski University of Warwick

Komitet organizacyjny
Przewodniczaca

* Malgorzata HRYNIEWICKA

Uniwersytet w Bialymstoku

Przedstawiciele Zarzadu Gléwnego PTM

* Leokadia Biaras-CIEZ e Alina GLESKA
Uniwersytet Jagiellonski Politechnika Poznanska

* Maciej CZARNECKI * Piotr KowaLczyk
Uniwersytet £.odzki Uniwersytet Warszawski

Przedstawiciele Bialostockiego Oddzialu PTM

* Marzena FiLipowicz-CHOMKO * Anna POSKROBKO
Politechnika Biatostocka Politechnika Biatostocka

* Malgorzata JASTRZEBSKA * Anna RyBAK
Uniwersytet w Siedlcach Uniwersytet w Bialymstoku

* Justyna MAKOWSKA * Aneta SLIZEWSKA
Uniwersytet w Bialymstoku Uniwersytet w Biatymstoku

* Hanna MAka * Agnieszka Stocka
Centrum Edukacji Nauczycieli Uniwersytet w Bialymstoku
w Biatymstoku

e Mariusz ZYNEL

* Dorota MOZYRSKA Uniwersytet w Bialymstoku

Politechnika Bialostocka
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UCZESTNICY

A

Romuald Ryszard ANDRUSZKIEWICZ

Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: randruszkiewicz@uwb.edu.pl

o

Michatl BAczyNsKk1
Uniwersytet Slaski
e-mail: michal.baczynski@us.edu.pl

Czestaw BAGIKSKI
Politechnika Biatostocka
e-mail: c.baginski@pb.edu.pl

Juliusz BANECKI
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: juliusz.banecki@student.uj.edu.pl

Krzysztof BARDADYN
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: kbardadyn@math.uwb.edu.pl

Zbigniew BARTOSIEWICZ
Politechnika Biatostocka
e-mail: z.bartosiewicz@pb.edu.pl

Agata BEZUBIK
II Liceum Ogolnoksztalcace w Biatymstoku
e-mail: bezubik.agata@gmail.com

Marcin BILsk1
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: marcin.bilski@im.uj.edu.pl

Agnieszka BODZENTA-SKIBINSKA
Uniwersytet Warszawski
e-mail: a.bodzenta@mimuw.edu.pl

Oleg BOGOPOLSKIY
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: oleg.bogopolskiy@usz.edu.pl

Agnieszka BOJANOWSKA

e-mail: aboj@mimuw.edu.pl

Urszula BRACHACZEK-STEKLA
I LO im. Bolestawa Chrobrego w Pszczynie

e-mail:
urszula.brachaczek@chrobry.edukacja-pszczyna.pl

Tomasz BRZEZINSKI

Uniwersytet w Bialymstoku
Swansea University

e-mail: t.brzezinski@uwb.edu.pl

Maria BULINSKA
Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

e-mail: bulma@uwm.edu.pl

—

Pawel CHLOSTA
Akademia Humanistyczno-Ekonomiczna w f.odzi

e-mail: pchlosta@ahe.lodz.pl

Jan Leszek CIESLINSKI
Uniwersytet w Bialymstoku

e-mail: j.cieslinski@uwb.edu.pl

Wojciech CyGAN
Uniwersytet Wroctawski

e-mail: wojciech.cygan@uwr.edu.pl

Maciej CZARNECKI
Uniwersytet $.6dzki

e-mail: maciej.czarnecki@wmii.uni.lodz.pl

Tomasz CzyzYCKI
Uniwersytet w Bialymstoku

e-mail: tomczyz@math.uwb.edu.pl
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b

Alina DOBROGOWSKA
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: alina.dobrogowska@uwb.edu.pl

Tomasz DOWNAROWICZ
Politechnika Wroctawska
e-mail: downar@pwr.edu.pl

Tomasz DRWIEGA
Akademia Goérniczo-Hutnicza
e-mail: drwiega@agh.edu.pl

Artem DuDKO

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk

e-mail: adudko@impan.pl

Aurelia DYMEK
Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu
e-mail: aurbart@mat.umk.pl

Piotr DYszEWSKI
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: piotr.dyszewski@math.uni.wroc.pl

o

Armen EDIGARIAN
Uniwersytet Jagielloniski w Krakowie
e-mail: armen.edigarian@uj.edu.pl

Iwona FILiPIUK

I LO im. Bolestawa Chrobrego w Pszczynie
e-mail: iwona@chrobry.edukacja-pszczyna.pl

Marzena FiLipowicz-CHOMKO
Politechnika Biatostocka
e-mail: m.filipowicz@pb.edu.pl

Urszula Fory$
Uniwersytet Warszawski
e-mail: urszula@mimuw.edu.pl

lg

Ewa GIREJKO
Politechnika Biatostocka
e-mail: e.girejko@pb.edu.pl

Alina GLESKA
Politechnika Poznanska
e-mail: alina.gleska@put.poznan.pl

Damian GLODKOWSKI
Uniwersytet Warszawski
e-mail: d.glodkowski@uw.edu.pl

Maciej GNATOWSKI
Politechnika Biatostocka
e-mail: 77932@student.pb.edu.pl

Tomasz GOLINSKI
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: tomaszg@math.uwb.edu.pl

Katarzyna GRABOWSKA
Uniwersytet Warszawski
e-mail: konieczn@fuw.edu.pl

Janusz GRABOWSKI
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: jagrab@impan.pl

Janusz GWOZDZIEWICZ
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: gwozd63@gmail.com

lH

Agnieszka HEJNA-LyZwa
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: agnieszka.hejna@math.uni.wroc.pl
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Waldemar HOLUBOWSKI
Politechnika Slaska
e-mail: w.holubowski@polsl.pl

Grazyna HORBACZEWSKA
Uniwersytet L.odzki
e-mail: grazyna.horbaczewska@wmii.uni.lodz.pl

Malgorzata HRYNIEWICKA
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: margitt@math.uwb.edu.pl

—

Andrzej INDRZEJCZAK
Uniwersytet L.odzki
e-mail: andrzej.indrzejczak@uni.lodz.pl

o

Stefan JACKOWSKI
Uniwersytet Warszawski
e-mail: stefan.jackowski@uw.edu.pl

Grzegorz JAKIMOWICZ
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: g.jakimowicz@uwb.edu.pl

Bronistaw JAKUBCZYK
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: b.jakubczyk@impan.pl

Malgorzata JASTRZEBSKA
Uniwersytet w Siedlcach
e-mail: malgorzata.jastrzebska@uws.edu.pl

Maciej JAWORSK1
Politechnika Krakowska
e-mail: maciej.jaworski@pk.edu.pl

Jacek JENDREJ

Sorbonne Université
Akademia Gorniczo-Hutnicza

e-mail: jendrej@imj-prg.fr

Tomasz JEDRZEJAK
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: tjedrzejak@gmail.com

Michatl J6zwikowski
Uniwersytet Warszawski
e-mail: m.jozwikowski@mimuw.edu.pl

'S

Andrzej Karuza
Akademia Goérniczo-Hutnicza
e-mail: akaluza@agh.edu.pl

Piotr KIELANOWSKI
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: Piotr.Kielanowski@fuw.edu.pl

Helena KiEREPKA
OpenX Poland
e-mail: helena.kierepka@openx.com

Jerzy Juliusz KiJowski
Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk
e-mail: kijowski@cft.edu.pl

Marta KORNAFEL
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
e-mail: marta.kornafel@uek.krakow.pl

Jan KOROKNSKI
Politechnika Krakowska
e-mail: jan.koronski@pk.edu.pl

Krzysztof KowITz
Uniwersytet Gdanski
e-mail: Krzysztof.Kowitz@ug.edu.pl

Jacek Krajczok
Vrije Universiteit Brussel
e-mail: jacek.krajczok@vub.be

Tadeusz KRASINSKI
Uniwersytet L.odzki
e-mail: tadeusz.krasinski@wmii.uni.lodz.pl
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Wiestaw KuBi$

Instytut Matematyki WMP
Uniwersytet Kardynata Stefana Wyszynskiego
w Warszawie

e-mail: kubis@math.cas.cz

Borys Kuca
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: borys.kuca@uj.edu.pl

Maciej KUCHARSKI
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: maciej.kucharski@math.uni.wroc.pl

Wojciech KUCHARZ
Uniwersytet Jagielloniski

e-mail: Wojciech.Kucharz@im.uj.edu.pl

Krzysztof KURDYKA
Université Savoie Mont Blanc
e-mail: kurdyka@univ-smb.fr

Bartosz KWASNIEWSKI
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: b.kwasniewski@uwb.edu.pl

Radostaw Antoni Kycia
Politechnika Krakowska

e-mail: kycia.radoslaw@gmail.com
Irena LASIECKA

University of Memphis
e-mail: lasiecka@memphis.edu

Andrzej LENARCIK

Politechnika Swietokrzyska
e-mail: andrzej.lenarcik@gmail.com

Anna LORANTY
Uniwersytet Lodzki
e-mail: anna.loranty@wmii.uni.lodz.pl
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Andrzej Luczak
Uniwersytet Lédzki

e-mail: andrzej.luczak@wmii.uni.lodz.pl

Grzegorz Lysik
Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kielcach
e-mail: glysik@ujk.edu.pl
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Justyna MAKOWSKA
Uniwersytet w Biatymstoku

e-mail: j.makowska@uwb.edu.pl

Lech MALIGRANDA
Politechnika Poznanska

e-mail: lech.maligranda@gmail.com

Izabela Agata MALINOWSKA
Uniwersytet w Biatymstoku

e-mail: i.malinowska@uwb.edu.pl

Waclaw MARZANTOWICZ

Uniwersytet Adama Mickiewicza
Polskie Towarzystwo Matematyczne

e-mail: marzan@amu.edu.pl

Ryszard MAZUREK
Politechnika Biatostocka

e-mail: rmazurek@pb.edu.pl

Hanna MAka

VIII LO w Bialymstoku
CEN w Bialymstoku

e-mail: hanna.maka@op.pl

Ilona MICHALIK
Akademia Goérniczo-Hutnicza
e-mail: ilonam@agh.edu.pl
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Adam MICHALOWSKI
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: adam.michalowski2501 @gmail.com

Jacek MIEKISZ
Uniwersytet Warszawski
e-mail: miekisz@mimuw.edu.pl

Wojciech Tadeusz MELOTKOWSKI
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: wojciech.mlotkowski@math.uni.wroc.pl

Piotr MORMUL
Uniwersytet Warszawski
e-mail: mormul@mimuw.edu.pl

Dorota MOzZYRSKA
Politechnika Biatostocka
e-mail: d.mozyrska@pb.edu.pl
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Agnieszka NIEMCZYNOWICZ
Politechnika Krakowska
e-mail: a.niemczynowicz@pk.edu.pl

Krzysztof Jan Nowaxk
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: nowak@im.uj.edu.pl

Marcin NowIck1
Politechnika Poznanska
e-mail: marcin.nowicki@put.poznan.pl

P

Bronistaw Jerzy PABICH

XX LO w Krakowie
PCKZiU w Wieliczce

e-mail: bronek.pabich@gmail.com

Beata PArcIAk
e-mail: beataparciak@wp.pl

Dariusz PARTYKA

Katolicki Uniwersytet Lubelski
Panstwowa Akademia Nauk Stosowanych w Chelmie

e-mail: dariusz.partyka@kul.pl

Ewa PAw1.owsKkA
Szkota Podstawowa nr 4 w Bialymstoku
e-mail: ewapska@gmail.com

Wiestaw PAwrUCKI
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: Wieslaw.Pawlucki@im.uj.edu.pl

Pawel PEREKIETKA
Zaktady Kérnickie
e-mail: pawel.perekietka@gmail.com

Joanna PERKOWSKA
e-mail: jperkowska0l@wp.pl

Krzysztof PETELCZYC
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: kryzpet@math.uwb.edu.pl

Piotr PISKORSKI

Zespol Przedmiotowy ds. Matematyki IBE
Zespot Szkot STO na Bemowie

e-mail: piotr.piskorski@stonabemowie.edu.pl

Anna POSKROBKO
Politechnika Biatostocka
e-mail: a.poskrobko@pb.edu.pl

Karol PRYSZCZEPKO
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: k.pryszczepko@uwb.edu.pl
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Krzysztof RADZISZEWSKI
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: k.radziszewski@uwb.edu.pl

Piotr REMZA
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: p.remza@uwb.edu.pl
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Witold RESPONDEK
Politechnika Lédzka
e-mail: witold.respondek@insa-rouen.fr

Ewa Roszkowska
Politechnika Biatostocka
e-mail: e.roszkowska@pb.edu.pl

Barbara RoszKOwSKA-LECH
Politechnika Warszawska
e-mail: barbara.lech@pw.edu.pl

Adam Roézycki
Uniwersytet £.6dzki
e-mail: adam.rozycki@wmii.uni.lodz.pl

Anna RyBAk
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: a.rybak@uwb.edu.pl

Piotr RysINsKI
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: piotr.rysinski@gmail.com

Daniel Ry$
e-mail: danrys@op.pl

.

Andrzej SITARZ
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: andrzej.sitarz@uj.edu.pl

Grigorij SKLYAR

Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny
w Szczecinie

e-mail: gsklyar@zut.edu.pl

Jakub SKRZECZKOWSKI
University of Oxford
e-mail: jakub.skrzeczkowski@maths.ox.ac.uk

Urszula SKWARA
Uniwersytet Warszawski
e-mail: urszulaskwara@mimuw.edu.pl

Aneta SLIZEWSKA
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: anetasl@uwb.edu.pl

Mateusz SLtOMIANY
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: mateusz.slomiany@phd.usz.edu.pl

Roksana Szowik
Politechnika $laska
e-mail: roksana.slowik@polsl.pl

Zbigniew SMOLENSKI
Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro
e-mail: grzegorz.szeliga@pazdro.com.pl

Magdalena SOBOLEWSKA
VIII Liceum Ogdlnoksztalcace w Biatymstoku
e-mail: sobolewska.magdalenaa@gmail.com

Piotr Mikotaj SoxTan
Uniwersytet Warszawski
e-mail: piotr.soltan@fuw.edu.pl

Rajmund STASIEWICZ
Politechnika Biatostocka
e-mail: r.stasiewicz@pb.edu.pl

Marcin STEPIEN
Politechnika $wietokrzyska
e-mail: mstepien@tu.kielce.pl

Agnieszka STocka
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: stocka@math.uwb.edu.pl

Michat STRZELECKI
Uniwersytet Warszawski
e-mail: michalst@mimuw.edu.pl

Marzena SZAJEWSKA
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: m.szajewska@math.uwb.edu.pl

Tomasz SZwWED
Akademia Nauk Stosowanych w Raciborzu
e-mail: szwedphd@gmail.com
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Anna SZYDLOWSKA
Casio
e-mail: a.szydlowska@keepcalmpr.pl

Agnieszka SzyMANSKA
Szkota Podstawowa w Zawadach
e-mail: szymaga@onet.eu

Anna SzyMCZYNA
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie
e-mail: aszymczyna@student.agh.edu.pl

Sylwia Szymska
Szkota Podstawowa nr 38 w Bialymstoku
e-mail: sylwia.czapkowska@gmail.com
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Malgorzata TEREPETA
Politechnika Lédzka
e-mail: malgorzata.terepeta@p.lodz.pl

Edward Tutas
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: Edward.Tutaj@im.uj.edu.pl
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Pawel URBAKNSKI
Uniwersytet Warszawski
e-mail: urbanski@fuw.edu.pl

Mateusz WASILEWSKI

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: mwasilewski@impan.pl

Tomasz Szymon WAWRZYCKI
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: tomasz.wawrzycki@student.uj.edu.pl

Anna Dorota WICINSKA

e-mail: anna.wicinska@gmail.com

Jerzy Jacek WoJTKIEWICZ
Uniwersytet Warszawski

e-mail: wjacek@fuw.edu.pl

Mateusz WORONOWICZ
Uniwersytet w Bialymstoku

e-mail: m.woronowicz@uwb.edu.pl

Wiestaw WoéJcik
Uniwersytet Jana Diugosza w Czestochowie

e-mail: w.wojcik@ujd.edu.pl

Malgorzata WYRWAS
Politechnika Biatostocka

e-mail: m.wyrwas@pb.edu.pl

Anna WysoczaKsKA-KuLA
Uniwersytet Wroclawski

e-mail: anna.kula@math.uni.wroc.pl

o

Kamil ZABIELSKI
Politechnika Biatostocka

e-mail: kamil.zabielski@pb.edu.pl

Karolina Wiktoria Zajac
Uniwersytet Jagiellonski

e-mail: karolina.w.zajac@doctoral.uj.edu.pl

Ewa ZANIEWSKA

e-mail: zaniewa0@wp.pl

Ewa ZDRODOWSKA

e-mail: zewik@vp.pl
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Mariusz ZYNEL

| Z Uniwersytet w Bialymstoku

e-mail: mariusz@math.uwb.edu.pl

Karol ZyCcZKOWSKI

Uniwersytet Jagiellonski
Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk

e-mail: karol.zyczkowski@uj.edu.pl
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| Wyklady laureatow

Realizacja klas homotopii przez rzeczywiste morfizmy
algebraiczne

Juliusz Banecki
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: juliusz.banecki@student.uj.edu.pl

W referacie opowiem o problemie klasyfikacji klas homotopii realizowanych
przez rzeczywiste odwzorowania regularne. Przyblize wyniki réznych autoréw,
skupiajgc sie gtéwnie na najnowszych ideach z ostatnich kilku lat. Szczegdlna
uwage poswiece przypadkowi sfer.

MSC (2020): 14P25
Literatura

[1] J. Banecki, Algebraic homotopy classes, Journal de Mathématiques Pures et Appli-
quées, 2024, 187, 45-57.

[2] J. Banecki, Homotopy properties of regular mappings into real retract rational
varieties, ArXiv:2505.11203.

Matematyka w stuzbie medycyny: perspektywa onkologii
matematycznej

Urszula Forys$
Uniwersytet Warszawski
e-mail: urszula@mimuw.edu.pl

Kazda terapia opisana jest liczbami. Przepisujac konkretny lek lekarz musi wie-
dzie¢, jakq dawke podac¢ pacjentowi, ile razy dziennie pacjent ma ja przyjmowac,
przez ile dni. Przy chemioterapii onkolog decyduje ile cykli nalezy zastosowac
oraz iludniowe powinny by¢ odstepy miedzy cyklami. Jesli stosowane sg terapie
taczone, to istotone jest, ktdra terapie zastosowac jako pierwsza, a ktora jako
druga (jak np. w przypadku polaczenia chemioterapii z terapig antyangiogenna).
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Pojawia sie wiec pytanie, skad lekarz bierze te wszystkie liczby? W przypad-
ku standardowych terapii czy lekdw uzywanych od lat odpowiedz wydaje sie
oczywista — to wiadomo, lekarz pewnie powie, ze ,,z praktyki”. Przy nowych
terapiach medycy czesto bazujg na swoim do$wiadczeniu i intuicji.

W trakcie mojego wyktadu postaram sie wykaza¢, ze liczby, o ktérych mowa,
majg czesto swoje uzasadnienie matematyczne, a je$li nie maja, to matematy-
ka moze pomdc je przeanalizowa¢ pod katem skutecznosci leczenia, a nawet
zaproponowac rozwigzania optymalne, por. najnowsze prace mojego wspotau-
torstwa [1] — [8].

MSC (2020): 92C50

Literatura

[1] Z. Agur, M. Elishmereni, U. Forys, Y. Kogan, Accelerating the development of perso-
nalized cancer immunotherapy by integrating molecular patients’ profiles with dyna-
mic mathematical models, Clinical Pharmacology & Therapeutics, 2020, 108(3),
515-527.

[2] P. Bajger, M. Bodzioch, U. Forys, Numerical optimisation of chemotherapy dosage
under antiangiogenic treatment in the presence of drug resistance, Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 2020, 43(18), 10671-10689.

[3] M. Bodnar, U. Forys, M.J. Piotrowska, M. Bodzioch, J.A. Romero-Rosales, J.
Belmonte-Beitia, On the analysis of a mathematical model of CAR-T cell thera-
py for glioblastoma: Insights from a mathematical model, International Journal of
Applied Mathematics and Computer Science, 2023, 33(3), 379-394.

[4] M. Bodnar, M.J. Piotrowska, M. Bodzioch, J. Belmonte-Beitia, U. Forys$, Dual
CAR-T cell therapy for glioblastoma: strategies to cure tumour diseases based on a
mathematical model, Nonlinear Dynamics, 2025, 113(2), 1637-1666.

[5] M. Bodzioch, P. Bajger, U. Forys, Angiogenesis and chemotherapy resistance: Opti-
mizing chemotherapy scheduling using mathematical modeling, Journal of Cancer
Research and Clinical Oncology, 2021, 147(8), 2281-2299.

[6] M. Bodzioch, J. Belmonte-Beitia, U. Fory$ Asymptotic dynamics and optimal tre-
atment for a model of tumour resistance to chemotherapy, Applied Mathematical
Modelling, 2024, 135, 620-639.

[7] U. Forys, A. Nahshony, M. Elishmereni, Mathematical model of hormone sensitive
prostate cancer treatment using leuprolide: A small step towards personalization,
Plos one, 2022, 17(2), e0263648.
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[8] M. Szafranska-teczycka, Z. Szymanska, M.J. Piotrowska, M. Bodnar, U. Forys,
CAR-T cell therapy for glioblastoma: insight from mathematical modeling, Frontiers
in Immunology, 2025, 16, 1563829.

Przestrzenie Lipschitza w kontescie dunklowskim - po-
dejscie potgrupowe
Agnieszka Hejna-Lyzwa

Uniwersytet Wroctawski
e-mail: agnieszka.hejna@math.uni.wroc.pl

Dla 0 < 8 < 1, klasyczna niejednorodna przestrzen Lipschitza AP (RN) w prze-
strzeni euklidesowej R jest zdefiniowana jako

APRYY = {£ & £ RN €, [l +sup LOI IOy < o0}
X#£X/ ||X_X ”ﬁ

W pracy Taiblesona [1] autor uzyt catki Poissona (pétgrupy):

_ t
f(x,t)= CNl fRN f(Y)(tz + |[x — y|[2)N+D)/2 dy

do badania wtasnosci przestrzeni Lipschitza AP (RY). Doktadniej, dla dowolnej
ustalonej liczby catkowitej dodatniej m, norma ||f || ye(gvy jest rOwnowazna

p|| 4"

o +supt™ H— X, t H

Il +supe™ P || T f G0

Twierdzenie to prowadzi do rozszerzenia pojecia przestrzeni Lipschitza na
wszystkie dodatnie parametry 8 > 0.

Niech {P,},;-o bedzie pdtgrupq Dunkl-Poissona zwigzang z systemem pier-
wiastkéw R € RV oraz funkcja krotnosci k > 0. Méwimy, ze ograniczona funkcja
mierzalna f okre$lona na RN nalezy do niejednorodnej przestrzeni Lipschitza
AP, B >0, jesli

m—p "
supt H—dthtf

t>0

< o0
LDO

2

gdziem=[f]+1.
Podczas mojego wystgpienia oméwimy nastepujacy wynik.
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Twierdzenie. Dla dowolnego 3 > 0 przestrzen Lipschitza Af pokrywa sie z kla-
sycznq przestrzeniq Lipschitza AP (RN), a odpowiadajqce im normy sq réwnowazne.

Przedyskutujemy gtédwne idee i intuicje. Przyjrzymy sie réwniez metodzie
dowodu, ktora wykorzystuje inne charakteryzacje przestrzeni oraz stosuje meto-
de K-interpolacji. Metoda dowodu rézni sie od klasycznych metod uzywanych
w tym kontekscie.

Sa to prace wspdlne z prof. Jackiem Dziubanskim.

MSC (2020): 44A20, 42B20, 42B25, 47B38, 33C52, 39A70

Literatura

[1] M.H. Taibleson, On the theory of Lipschitz spaces of distributions on Euclidean
n-space 1. Principal properties, J. Math. Mech., 1964, 13, 407-479.

Metody ergodyczne w kombinatoryce addytywnej

Borys Kuca
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: borys.kuca@uj.edu.pl

Kombinatoryka addytywna bada konfiguracje arytmetyczne w duzych zbiorach
liczb, podczas gdy teoria ergodyczna zajmuje sie dtugoterminowym zachowa-
niem statystycznym ukladéw dynamicznych. Cho¢ na pierwszy rzut oka sa to
bardzo odmienne dziedziny, sq one gteboko ze soba powiazane. Ich owocna
wspolpraca rozpoczeta sie w 1977 roku, kiedy Furstenberg przedstawit ergo-
dyczny dowdd twierdzenia Szemerédiego z kombinatoryki addytywnej. Od tego
czasu metody ergodyczne okazatly sie niezwykle skuteczne w rozwigzywaniu
probleméw z zakresu kombinatoryki i teorii liczb. W tym wystapieniu pokaze,
w jaki sposob techniki ergodyczne sa wykorzystywane w kombinatoryce i jakie
wyniki zostaly za ich pomoca udowodnione.

MSC (2020): 37A44, 11B30

24 BIALYSTOK, 8-12 WRZE$NIA 2025


mailto:borys.kuca@uj.edu.pl

WYKLADY LAUREATOW

Niezalezne od wymiaru oszacowania norm transformat
Riesza

Maciej Kucharski
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: maciej.kucharski@math.uni.wroc.pl

Transformata Hilberta i jej wielowymiarowy odpowiednik — transformata Riesza
— sg podstawowymi obiektami badan analizy harmonicznej. Jako operatory
Calderéna-Zygmunda s3 one ograniczone na przestrzeniach LP(R?) dla p €
(1, o0), ponadto, jak pokazat E. Stein, wektor transformat Riesza ma norme
LP(RY) ograniczona niezaleznie od wymiaru przestrzeni d.

W swoim wystapieniu wprowadze transformaty Riesza oraz zwiazane z nimi
maksymalne transformaty Riesza i na przykladzie wspomnianego wyzej twier-
dzenia Steina pokaze, jak uzywa sie metody obrotdw, zeby uzyskiwaé niezalezne
od wymiaru oszacowania norm operatoréw.

MSC (2020): 42B20, 42B25

Literatura

[1] J. Duoandikoetxea, J.IL. Rubio de Francia, Estimations indépendantes de la dimen-
sion pour les transformées de Riesz, C. R. Acad. Sc. Paris, 1985, t. 300 Série I, no.
7, 193-196.

[2] M. Kucharski, B. Wrébel, J. Zienkiewicz, Dimension-free LP estimates for higher
order maximal Riesz transforms in terms of the Riesz transforms, arXiv:2305.09279.

Zlote Twierdzenie — prawo wzajemnosci reszt kwadrato-
wych

Barbara Roszkowska-Lech
Politechnika Warszawska
e-mail: barbara.lech@pw.edu.pl

Ian Stewart w pieknej ksigzce ,,Oswajanie nieskoniczonosci” napisat ,,Czesto musi
uptyna¢ pewien czas — bywa ze setki lat — zanim dobre matematyczne idee
nabiorg pozytecznego znaczenia” [2].
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Przyktadem ilustrujacym te teze jest Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych,
jedno z podstawowych twierdzen teorii liczb, ktére okresla zwigzek miedzy roz-
wigzywalnos$cig dwdch kongruencji kwadratowych modulo rézne liczby pierwsze.
Pierwszy dowdd opublikowat Karl Friedrich Gauss w 1801 roku w Disquisitiones
Arithematicae.

Gauss nazywat to twierdzenie Ztotym (Theorem Aureum) i sam podat szes¢
dowoddw, a do czaséw wspdtczesnych opublikowano ich ponad 250. Tak duza
liczba réznych dowodéw potwierdza fakt, ze jest to ,,dobra matematyczna idea”
mocno powigzana z innymi dziatami matematyki.

W czasie wyktadu postaram sie spopularyzowac¢ nowa wersje pewnego sta-
rego dowodu oraz opowiem o wspoétczesnych pozytecznych znaczeniach Prawa
wzajemnosci reszt kwadratowych.

MSC (2020): 11A41, 11A15
Literatura

[1] F. Lemmermeyer, Reciprocity Laws: From Euler to Eisenstein, Springer, 2000.

[2] L Stewart, Oswajanie nieskorniczonosci, Prészynski i S-ka, 2009.

Metody réwnan czastkowych w statystyce

Jakub Skrzeczkowski
University of Oxford
e-mail: jakub.skrzeczkowski@maths.ox.ac.uk

W ostatnich latach metody oparte na rdwnaniach czastkowych (PDE) odgrywaja
coraz wiekszg role w nowoczesnej statystyce bayesowskiej i uczeniu maszy-
nowym. W trakcie wyktadu przedstawie podstawowe idee stojace za wyko-
rzystaniem PDE do konstrukeji algorytméw prébkowania oraz aproksymacji
rozkladéw. Nastepnie opowiem o metodzie Stein Variational Gradient Descent
(SVGD), jednej z najwazniejszych technik taczacych rachunek wariacyjny z teo-
rig gradientowych przeplywéw w przestrzeni miar probabilistycznych. Omdéwie
wyniki (wspélna praca z Jose Antonio Carrillo, Jethro Warnett) dotyczace kon-
strukeji specjalnych jader, dla ktérych (ciggta) metoda SVGD osiaga wyktadniczy
rzad zbieznosci, co otwiera droge do znacznie szybszych i bardziej efektywnych
algorytmow.

MSC (2020): 35A15, 35B40
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Nasycanie powierzchni algebraicznych

Agnieszka Bodzenta-Skibinska
Uniwersytet Warszawski
e-mail: a.bodzenta@mimuw.edu.pl

Moj wyktad dotyczy¢ bedzie powierzchni, przez ktére zazwyczaj rozumie¢ bede
rozmaito$ci algebraiczne wymiaru dwa nad cialem algebraicznie domknietym.
Zgodnie z definicja wprowadzong w [1] powiem, ze powierzchnia X jest na-
sycona, jezeli nie mozna doda¢ do niej punktéw. Innymi stowy, jezeli X C Y
jest otwartym podzbiorem innej powierzchni i Y \ X ma wymiar zero, to X jest
izomorficzna z Y.

Uargumentuje, ze dowolna powierzchnia X jest otwartym podzbiorem na-
syconej powierzchni X. Dla danej powierzchni X ten nasycony model X jest
wyznaczony jednoznacznie. Jezeli X jest gtadka, to jej nasycony model X mozna
odtworzy¢ z kategorii Bun(X) wigzek wektorowych na X. W trakcie wyktadu
naszkicuje konstrukcje X z Bun(X). Opierajac sie na pracach [1] i [3], opowiem
rowniez, jak nalezy zmodyfikowac te teorie dla powierzchni osobliwych oraz
przy zatozeniu, ze X jest dwuwymiarowq przestrzenia algebraiczna.

Gléwnym narzedziem wykorzystywanym w konstrukeji X z Bun(X) jest po-
jecie otoczki abelowej kategorii doktadnej, wprowadzone w pracy [2], o ktorym
réwniez powiem kilka stéw.

MSC (2020): 14E25, 14F06, 18B15

Literatura

[1] A. Bodzenta, A. Bondal, Reconstruction of a surface from the category of reflexive
sheaves, Adv. Math., 2023, 434.

[2] A. Bodzenta, A. Bondal, Abelian envelopes of exact categories and highest weight
categories, Math. Z., 2024, 308(1).
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[3] A.Bodzenta, T. Petka, D. Weissmann, Saturated algebraic spaces, w przygotowaniu.

Charaktery na nieskonczonych grupach dyskretnych i ich
zastosowania

Artem Dudko
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: adudko@impan.pl

Charakter na grupie to dodatnio pétokre$lona funkcja stata w klasach sprzezenia.
Charaktery pojawiajq sie naturalnie jako 1) $lady reprezentacji unitarnych, 2)
miary punktéw statych dla dziatan grupowych zachowujacych miare. Jednym
z kluczowych probleméw klasyfikacyjnych w teorii reprezentacji nieskoniczonej
grupy dyskretnej jest opis nierozktadalnych charakterow (punktéw ekstremal-
nych w sympleksie charakteréw) na tej grupie. W tym wyktadzie przedstawie
przeglad charakteréw nieskonczonych grup dyskretnych i niektérych z ich za-
stosowan w innych dziedzinach, w tym:

* dziatania ergodyczne grup,
* niezmienne podgrupy losowe,
* niezmienne podalgebry grupowych algebr von Neumanna.

Wyktad czesciowo opiera sie na wynikach pracy prelegenta i wspdétautordw,
wtym [1, 2, 3, 4, 5].

MSC (2020): 20C15, 37A15, 47L30

Literatura

[1] T. Amrutam, A. Dudko, Y. Jiang, A. Skalski, Invariant subalgebras rigidity
for von Neumann algebras of groups arising as certain semidirect products,
ArXiv:2507:12824.

[2] A. Dudko, R. Grigorchuk, Characters and IRS’s on branch groups and embeddings
into hyperfinite factor, ArXiv:2312:13124.

[3] A. Dudko, Y. Jiang, A character approach to the ISR property, ArXiv:2410:14517.

[4] A. Dudko, K. Medynets, Finite Factor Representations of Higman-Thompson groups,
Groups, Geometry, and Dynamics, 2014, 8(2), 375-389.
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[5] A.Dudko, K. Medynets, On invariant random subgroups of block-diagonal limits of
symmetric groups, Proc. of AMS, 2019, 147(6), 2481-2494.

Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa

Piotr Dyszewski
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: pdysz@math.uni.wroc.pl

Przedstawiamy kombinatoryczne podejscie do hipotezy jakobianowej, ktdra
mowi, ze kazde odwzorowanie Kellera (czyli przeksztalcenie wielomianowe
o stalym, niezerowym wyznaczniku Jacobiego) jest odwracalne w sensie wie-
lomianowym [2]. Hipoteze te mozna sformutowac¢ w kategoriach problemu
tasowania poddrzew w drzewach Catalana [3, 4]. Wykorzystujac teorie pro-
cesow gatazkowych, pokazemy, ze hipoteza o tasowaniu poddrzew zachodzi
w sensie asymptotycznym, co pozwala wywnioskowaé¢ asymptotyczng wersje
hipotezy jakobianowej [1].

MSC (2020): 60J80, 05C05, 14R15
Literatura
[1] E. Bisi, P. Dyszewski, N. Gantert, S. Johnston, J. Prochno, D. Schmid, Random

planar trees and the Jacobian conjecture, ArXiv:2301.08221.

[2] O.-H. Keller, Gange Cremona-Transformationen, Monatsch. Math. Phys., 1939, 47,
299-306.

[3] D. Singer, Toward a combinatorial proof of the Jacobian conjecture!, Electron. J.
Comb., 2011, 18(2).

[4] D. Wright, Reversion, trees, and the Jacobian conjecture, Combinatorial and com-
putational algebra (Hong Kong, 1999), 249-267, Contemp. Math. 264, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 2000.

Ile teorii mnogoSci zawiera logika? O pewnych zastoso-
waniach teorii dowodu w logice klas
Andrzej Indrzejczak

Uniwersytet L.odzki
e-mail: andrzej.indrzejczak@filhist.uni.lodz.pl
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Jednym z popularnych stanowisk w sporze o podstawy matematyki byt logicyzm
proponujacy redukcje matematyki do logiki. Problemy z ujeciem formalnym
logicyzmu, ktéry bytby dla potrzeb matematykéw bezpieczny (system Fregego
okazat sie sprzeczny) i praktyczny (teoria typéw Russella i Whiteheada byta zbyt
skomplikowana), doprowadzity do zarzucenia tego projektu. Aksjomatyczne uje-
cia teorii mnogosci, zwtaszcza ZFC, sa traktowane jako standard od ponad stu lat,
a teoria mnogos$ci wydaje sie precyzyjnie odseparowana od logiki. Sporadyczne
proby reaktywacji ostabionych form logicyzmu nie cieszyly sie popularnoscia,
poza kregiem filozoféw matematyki. Wydaje sie jednak, ze rozwoj wspotczesnej
teorii dowodu umozliwia podjecie obrony stabszej wersji logicyzmu okreslanej
jako strukturalny neologicyzm (Tennant [1]).

W projekcie strukturalnego neologicyzmu nie chodzi o redukcje matematyki
do logiki, ale o uwyraznienie réznicy miedzy znaczeniem dyskursu matematycz-
nego a istnieniem obiektéw, o ktérych sie méwi. Przydatne jest odwotanie sie
do rozréznienia miedzy klasami — dowolnymi kolekcjami, ktére mozna scharak-
teryzowac za pomoca jezyka, a zbiorami — klasami, ktdre istniejq. Tennant [1]
konstruuje pewna (nieklasyczng) logike klas Fregego (FCT), ktora charaktery-
zuje podstawowe pojecia teorio-mnogosciowe, ale nie pozwala na dowodzenie
twierdzen o istnieniu obiektéw, ktére pod nie podpadaja. Innym rozwigzaniem
jest oparta na logice klasycznej wirtualna teoria klas (VTC) zaproponowana
przez Quine’a [2]. W obu przypadkach kluczowe jest stosowanie abstraktéw
jako reprezentantéw klas, a srodki wspodtczesnej teorii dowodu dostarczajq
wiasciwych narzedzi do precyzyjnego ujecia zaréwno FCT jak i VTC.

Teoria dowodu, zaproponowana jako autonomiczny dzial matematyki przez
Davida Hilberta, rozwinetla specyficzne narzedzia analizy dowodu dzieki Ger-
hardowi Gentzenowi w latach 30-tych XX w. Zwlaszcza rachunki sekwentowe,
dzieki specyficznej formie regul, okazatly sie nieocenionym srodkiem w bada-
niach teorio-dowodowych. Ich zastosowanie doprowadzito do wielu waznych
wynikéw o specyficznym charakterze, jak twierdzenia o eliminacji ciecia, nor-
malizacji dowodu, czy wtasnosci podformut. Umozliwiaja one dla wielu teorii
réwniez konstruktywne dowody wynikéw teorio-modelowych, jak niesprzecz-
nos¢, rozstrzygalnos¢ czy interpolacja. Posrednio wyniki zwigzane z rachunkami
sekwentowymi przyczynity sie tez do rozwiniecia teoretycznych podstaw dla
automatyzacji dowodzenia i konstrukcji systemoéw rezolucji czy tablicowych,
ktdre sg tam powszechnie wykorzystywane.

Niestety badania nad regutowym ujeciem operatoréw nazwotworczych, ta-
kich jak operator abstrakcji, nie byly wczesniej podejmowane. Z tego powodu
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trudno uzyska¢ rachunki sekwentéw, ktére charakteryzowatyby w zadowalajacy
sposdb systemy teorii mnogosci lub logiki klas, takie jak VTC. Gtéwny nurt badan
teorio-dowodowych nad teoriqg mnogosci (ordinal proof theory) nie wymagat ta-
kich modyfikacji rachunku sekwentéw. Réwniez w automatycznym dowodzeniu
twierdzen uzywa sie systeméw z dodanymi aksjomatami teorii mnogosci (np.
w srodowisku Metamath, HOL, Isabelle czy Mizar).

Zaprezentujemy inne podejScie do klas w ramach strukturalnej teorii dowodu,
w postaci czysto regutowego ujecia VTC jako rachunku sekwentéw, dla ktérego
mozna udowodni¢ twierdzenie o eliminacji ciecia i pewne jego konsekwencje
(np. niesprzecznos$¢ VTC). System ten mozna modularnie poszerza¢ za pomoca
regut charakteryzujacych rozmaite operacje i predykaty teorio-mnogos$ciowe.
Pokazemy tez, ze mozna na jego podstawie uzyskac istotne fragmenty takich
teorii jak ZF w sposdb czysto regutowy, bez dodawania aksjomatéw. W przypadku
takich wzmocnien wychodzimy juz poza logike klas, gdyz reguly te pozwalaja
na dowody egzystencjalne (np. dowody aksjomatéw istnienia pary, sumy, zbioru
potegowego, nieskonczonosci).

Badania zostaly zrealizowane w ramach projektu ExtenDD finansowanego przez European Rese-
arch Council (ERC ADG 101054714).

MSC (2020): 03B35, 03E30, 03F05, 03F07
Literatura
[1] N. Tennant, Frege’s Class Theory and the Logic of Sets, w: Peter Schroeder-Heister

on Proof-Theoretic Semantics. Springer, 2024, 85-134.
[2] W. Van O. Quine, Set Theory and its Logic, The Belknap Press, Harvard, 1963.

O pewnych nowych rezultatach dotyczacych rozkladu na
solitony

Jacek Jendrej

Sorbonne Université
Akademia Gérniczo-Hutnicza
e-mail: jjendrej@agh.edu.pl

Dyspersyjne réwnania rézniczkowe czastkowe sa réwnaniami ewolucyjnymi
(tzn. uwzgledniajacymi czas), ktérych rozwigzania zachowujg energie, ale moga
zanika¢ w dtugim czasie z powodu faktu, ze rézne czestotliwosci rozchodza
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sie z réznymi predkos$ciami. W niektérych przypadkach istniejq specjalne roz-
wigzania nazywane solitonami, ktore nie zmieniajg swojego ksztattu w miare
uplywu czasu. Hipoteza o rozkladzie na solitony przewiduje, ze solitony sa jedy-
ng przeszkodgq dla zaniku rozwigzan. Doktadniej ujmujac, kazde rozwigzanie
ostatecznie rozktada sie na superpozycje solitonéw oraz zanikajacego cztonu
nazywanego radiacjq.

Omoéwimy te hipoteze w kontekscie krytycznego réwnania odwzorowan
falowych, ktére jest analogiem réwnania falowego dla odwzorowan z R? do S2.
Solitony odpowiadajq odwzorowaniom harmonicznym, ktére zostaty sklasyfiko-
wane przez Eellsa i Wooda w 1976 roku. Rozwazamy rozwigzania ekwiwariantne,
tzn. zachowujace pewna symetrie wzgledem ktérej réwnanie jest niezmienni-
cze. We wspdlnej pracy z Andrew Lawrie udowadniamy, ze rozktad na solitony
zachodzi dla rozwigzan ekwiwariantnych. Nasz dowdd opiera sie na analizie
kolizji solitonédw oraz uzyciu odpowiedniego lokalnego funkcjonatu Lapuno-
wa, ktdre razem pozwalajg udowodnic¢ lemat o niepowracaniu dla konfiguracji
wielosolitonowych.

Rozwijajac niektdre z tych idei, rozwiazujemy, we wspdlnej pracy z Andrew
Lawrie i Wilhelmem Schlagiem, analogiczny problem dla réwnania ciepta od-
wzorowan harmonicznych (wprowadzonego przez Eellsa i Sampsona w 1964
roku) bez zatozenia jakiejkolwiek symetrii danych poczatkowych.

MSC (2020): 35L71, 37K40

Jozef Marcinkiewicz (1910-1940) — w 115 rocznice uro-
dzin i 85 rocznice $mierci

Lech Maligranda
Politechnika Poznanska
e-mail: lech.maligranda@put.poznan.pl

Nazwisko Jézefa Marcinkiewicza (1910-1940) nie jest znane wielu osobom,
poza by¢ moze niewielka grupa matematykdéw i historykéw matematyki, chociaz
jego wplyw na analize i rachunek prawdopodobienstwa XX wieku byt znaczacy.
W odczycie przedstawiona zostanie jego posta¢ w 115. rocznice urodzin i 85.
rocznice $mierci.

Oméwienie zostato podzielone na okres 1910-1933, tj. od jego urodzin do
ukonczenia Uniwersytetu Stefana Batorego (USB) w Wilnie oraz okres uzyskiwa-
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nia stopni naukowych (1933-1937): magisterium w 1933 r., doktorat w 1935 r.
i habilitacja w 1937 r. Nastepnie mowa jest o pracy w USB (1935-1939), a takze
wspomina si¢ o okresie zwiazanym z wojskiem (1933-1934) i pobytach we
Lwowie (1935-1936), a takze w Paryzu i Londynie (1938-1939). W czerwcu
1939 r. zostal profesorem Uniwersytetu Poznanskiego, ale nie objal katedry
matematyki z powodu wybuchu wojny. Znajdziemy tu réwniez informacje o jego
pobycie w sowieckim obozie w Starobielsku od wrzesnia 1939 r. oraz egzekucji
w Charkowie w pierwszej potowie 1940 roku.

Marcinkiewicz napisat 55 prac naukowych w ciagu szesciu lat (1933-1939),
z roczng przerwa na shuzbe wojskowa. Zajmowat sie analizg funkcjonalna,
teoria prawdopodobienstwa, teorig funkcji rzeczywistych i zespolonych, sze-
regami trygonometrycznymi, szeregami Fouriera i szeregami ortogonalnymi
oraz teorig aproksymacji. Nazwisko Marcinkiewicza w matematyce jest zwig-
zane z twierdzeniem interpolacyjnym Marcinkiewicza, przestrzeniami funkcji
i ciagéw Marcinkiewicza, catkg i funkcja Marcinkiewicza, nieréwnosciami wek-
torowymi Marcinkiewicza—Zygmunda, silnym prawem wielkich liczb Marcinkie-
wicza-Zygmunda, twierdzeniem Marcinkiewicza o mnoznikach, twierdzeniem
Jessena—-Marcinkiewicza-Zygmunda o silnym rdézniczkowaniu, hipoteza Marcin-
kiewicza—Salema, twierdzeniem Marcinkiewicza o funkcji charakterystycznej
i twierdzeniem Marcinkiewicza o catce Perrona.

Dzieki Antoniemu Zygmundowi, ktory przezyt wojne i stat sie wybitnym
matematykiem na Swiecie, nazwisko Marcinkiewicza stato sie takze szeroko
znane w $rodowisku matematycznym. Na sytuacje te wptyneta klasyczna mo-
nografia Zygmunda [8], w ktérej znalazto sie wiele twierdzen Marcinkiewicza.
Zygmund zadedykowal swojq dwutomowa monografie [8] pamieci Aleksandrowi
Rajchmanowi i Jézefowi Marcinkiewiczowi — swojemu nauczycielowi i swojemu
uczniowi.

Wiecej informacji o Marcinkiewiczu znajdziemy w ponizszych pozycjach.
Szczegolnie polecam 102 stronicowy artykut [1] oraz film [10].

MSC (2020): 46E30, 46B70
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Wokot pierscieni Armendariza z polskimi akcentami

Ryszard Mazurek
Politechnika Biatostocka
e-mail: rmazurek@pb.edu.pl

PierScien R, niekoniecznie przemienny, nazywamy pierscieniem Armendariza,
jezeli dla dowolnych dwéch wielomianéw f = Y a;x', g = >, b;x’ € R[x] z réw-
nosci fg = 0 wynika, ze a;b; = 0 dla wszystkich indeksow i, j. Pojecie to,
wprowadzone w [1], zostalo zainspirowane artykutem E. P. Armendariza z 1974
roku, dotyczacym anihilatoréw w rozszerzeniach wielomianowych pierscienia
zredukowanego.

Przedstawimy witasnosci i przyklady pierscieni Armendariza oraz zwigza-
nych z nimi pierScieni McCoya i gaussowskich, wraz z ich licznymi wariantami
otrzymanymi przez zastgpienie pierscienia wielomianéw R[x ] w definicji danej
klasy innymi rozszerzeniami pierScieniowymi, takimi jak pierscienie potgrupowe
R[S], pierscienie szeregdéw potegowych R[[x]] czy pierscienie skosnych wielo-
miandw R[x, o ]. Pokazemy rowniez sposéb unifikacji tych wariantéw za pomoca
skosnych uogdélnionych szeregéw potegowych.
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Pierscienie Armendariza, McCoya i gaussowskie oraz ich warianty sg in-
tensywnie badane, zwlaszcza zalezno$ci miedzy struktura takich pierscieni
a wlasnosciami odpowiadajacych im rozszerzen pierScieniowych. Przedstawimy
najwazniejsze wyniki dotyczace tych pierScieni, ze szczegdlnym uwzglednie-
niem prac, ktérych autorami lub wspdtautorami sg polscy algebraicy ([2]-[14]).
Omoéwimy takze motywacje, kontekst i znaczenie rezultatéw tych prac.

MSC (2020): 06F05, 16S36, 20M99
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Geometria nieprzemienna: od topologii do funkcjonatéw
spektralnych

Andrzej Sitarz
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: andrzej.sitarz@uj.edu.pl

Geometria nieprzemienna ma swoje zrodta w przelomowych twierdzeniach
Gelfanda i Gelfanda-Naimarka i twierdzeniu o indeksie Atyiah-Singera, jednak
dopiero prace Alaina Connesa pozwolily usystematyzowac geometryczny opis
obiektéw bedacych odpowiednikami rozmaitosci. W wykladzie postaram sie
pokaza¢ droge nieprzemiennej geometrii od jej sformutowania, poprzez gtéwne
przyktady, pomysty zastosowania w fizyce oddziatywan fundamentalnych az po
mozliwo$ci spektralnego badania geometrycznych obiektéw na przestrzeniach
klasycznych i nieprzemiennych.

MSC (2020): 58B34

Spacerem przez matematyke powiazang z informacja
kwantowa: przyklady wlasne

Karol Zyczkowski

Uniwersytet Jagiellonski

Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk
e-mail: karol@cft.edu.pl

Ktére dzialy matematyki sg przydatne w badaniach nad teorig kwantowa? Bardzo
rézne, jak pokazujq wieloletnie do$wiadczenia autora [4]. Z drugiej strony,
problemy wazne z punktu widzenia teorii informacji kwantowej moga stac sie
inspiracja dla prac badawczych w rozmaitych dziedzinach matematyki czyste;.

W artykule Michaela Atiyaha i innych [2] z roku 2010 autorzy pisali: The
presence of physics in contemporary pure mathematics is undeniable and has
presented the community with both opportunities and challenges.
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Podczas referatu przedstawie wybrane prace dotyczace algebry liniowe;j,
teorii macierzy, matematyki dyskretnej i kombinatoryki, teorii grup i reprezen-
tacji, teorii operatoréw, rachunku prawdopodobienstwa i macierzy losowych,
ukltadéw dynamicznych i fraktali, geometrii zbioréw wypuklych oraz zagadnien
transportu, ktére byly inspirowane mechanika kwantowq [1, 3, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14, 15]. Pewien poruszany watek dotyczy takze teorii liczb.
Kluczowym omawianym wynikiem bedzie:

Twierdzenie 1. Rozwazmy losowq pare (M, F) sktadajqcq sie z matematyka
i fizyka teoretyka. Wtedy z prawdopodobienistwem p > 0 bedq oni mogli razem
owocnie pracowa¢ nad zagadnieniami interesujgcymi dla obu stron.

Dowodd. Przez pokazanie konstruktywnych przyktadéw [1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11,12, 13, 14, 15]. O

Hipoteza 2. Gdy losujemy pary niezaleznie w zbiorach ,rozsadnych matema-
tykow” oraz ,rozsadnych fizykéw” wedtug miary jednorodnej, to prawdopodo-
bienstwo zdefiniowane powyzej zachowuje sie jak p = 1 — ¢, gdzie € < 1.

Hipoteza 3. W nastepstwie naturalnej ewolucji czasowej liczba ta asymptotycz-
nie dazy do 1, czyli lim,_, o, €(t) = 0.

MSC (2020): 81P40, 81Q50
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ALGEBRY OPERATOROWE I GEOMETRIA NIEPRZEMIENNA

| Algebry operatorowe i geometria nieprzemien-
na

Grupoidowe algebry Banacha: topologiczna wolnos¢ a wy-
krywanie idealéw

Krzysztof Bardadyn
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: kbardadyn@math.uwb.edu.pl

Jednym z podstawowych wynikéw teorii C*-algebr zwigzanych z uktadami dy-
namicznymi jest charakteryzacja prostoty produktu krzyzowego dziatania grupy
dyskretnej na przestrzeni topologicznej. Kluczowa role odgrywaja tutaj pojecia
topologicznej wolnosci oraz minimalnos$ci dzialania. Ten klasyczny wynik zostat
uogolniony w pracy [2] na dzialania topologicznych grupoidéw Hausdorffa
spelniajacych drugi warunek przeliczalnosci. W tym referacie zdefiniuje algebre
Banacha zwigzana z grupoidem étalnym oraz omoéwie pojecie topologiczne;j
wolnoéci grupoidu w kontekscie wtasnosci wykrywania ideatéw w grupoido-
wej algebrze Banacha. W konsekwencji otrzymam charakteryzacje prostoty
grupoidowej algebry Banacha.

Referat na podstawie pracy [1] napisanej wspdlnie z Bartoszem Kwasniewskim oraz Andrew
McKee.

MSC (2020): 22A22, 46H10
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Kilka uwag o rachunku rézniczkowym na sferach Podlesia

Tomasz Brzezinski
Uniwersytet w Bialymstoku
Swansea University

e-mail: t.brzezinski@uwb.edu.pl

Bimodut jednoform dwuwymiarowego rachunku rézniczkowego na algebrze
funkcji na standardowej sferze Podlesia ¢(S?), tzn. na algebrze otrzymanej jako
punkty state kodziatania algebry Hopfa ¢(U(1)) na algebre Hopfa 0(SU,(2))
(réwnowaznie: podalgebry 0(SU,(2)) ztozonej z element6w stopnia zero w silnej
Z-gradacji 0(SU,(2))) ma naturalng interpretacje jako suma &, & 6_, modutéw
cie¢ na liniowych wigzkach nieprzemiennych nad S 5 o topologicznym tadunku
+2. Tematem referatu jest przedstawienie préby skonstruowania rachunku
rozniczkowego na algebrach funkcji ogélnych (w tym tzw. niestandardowych)
sfer Podlesia 0’(83’3), posiadajacego analogiczna, réwnie naturalna interpretacje.

Prezentowane wyniki uzyskane zostaly we wspélpracy z Réamonnem O Buachallg z Uniwer-
sytetu Karola w Pradze w ramach wspdlnego projektu Kwantowa geometryczna teoria repre-
gentacji i rogwldknienia nieprzemienne, finansowanego przez NCN, grant WEAVE-UNISONO
2023/05/Y/ST1/00046.

MSC (2020): 58B32

Grupy kwantowe i wlasnosci aproksymacyjne

Jacek Krajczok
Vrije Universiteit Brussel
e-mail: jacek.krajczok@vub.be

Dla grupy dyskretnej sSredniowalnos¢ jest wlasnoscig o fundamentalnym zna-
czeniu. Mozna ja opisac jako istnienie ograniczonej jedynki aproksymatywnej
w algebrze Fouriera tejze grupy, ale ma ona réwniez wiele innych charaktery-
zacji. Pojecie sredniowalnos$ci znajduje zastosowania miedzy innymi w teorii
uktadéw dynamicznych, analizie harmonicznej i teorii algebr operatoréw. Jest to
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wiasno$¢ dos¢ mocna i czesto rozwaza sie¢ jej stabsze warianty takie jak np. staba
sredniowalnos$¢, czy wlasnos$¢ aproksymacyjna AP Haagerupa-Krausa.

W moim referacie oméwie wspomniane wyzej wtasnosci aproksymacyjne
w kontekscie dyskretnych grup kwantowych, ich zachowanie i zwiazki z wtasno-
Sciami algebr operatoréw i modutdéw operatorowych stowarzyszonych z dyskret-
nymi grupami kwantowymi.

MSC (2020): 46L67, 22D55, 43A30

Twierdzenie Tarskiego i dychotomia dla C*-algebr grupo-
idowych

Bartosz Kwasniewski
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: b.kwasniewski@uwb.edu.pl

Niemal sto lat temu Alfred Tarski [5] opracowat teorie pétgrup typow zbioréow
rownorozktadalnych dla dziatan grupowych, ktéra okazata sie bardzo uzytecz-
nym narzedziem do badania zjawisk takich jak paradoks Banacha-Tarskiego
[1]. Niezaleznie, w pracach [2, 4], pétgrupy typéw z dziatan grup dyskretnych
zostaly uogdlnione na przypadek totalnie niespéjnych groupoidéw étalnych
i zastosowane do analizy zwigzanych z nimi C*-algebr. W tym referacie oméwie,
jak uogdlnic¢ te teorie tak, aby obja¢ nia dowolne (skrecone) grupoidy étalne
oraz jak abstrakcyjne twierdzenie Tarskiego dla potgrup prowadzi do dychotomii
dla prostych algebr grupoidowych - sg one albo stabilnie skoniczone, albo czysto
nieskonczone. Wynik ten mozna traktowac jako dynamiczng wersje dychotomii,
ktéra zachodzi dla ,klasyfikowalnych” C*-algebr prostych.

Referat na podstawie pracy [3] napisanej wspdlnie z Ralfem Meyerem i Ak-
sharg Prasadem, z Georg-August-Universitat Gottingen.

MSC (2020): 46L55, 20M18, 22A22
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Tensory z widm

Andrzej Sitarz
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: andrzej.sitarz@uj.edu.pl

Geometria spektralna pozwala na analize réznych wielkosci (jak objetos$¢ czy
skalar krzywizny) badajac asymptotyke widm operatoréw na rozmaitosciach.
W cyklu prac (z L. Dabrowskiim i P. Zaleckim) pokazali$my jak skonstruowac
geometryczne obiekty tensorowe i zdefiniowac je dla rozmaitosSci nieprzemien-
nych.

MSC (2020): 58J50

Zwarte grupy kwantowe, faktory typu III i pewne nie-
zmienniki

Piotr Soltan
Uniwersytet Warszawski
e-mail: piotr.soltan@fuw.edu.pl

W badaniu konstrukeji zwartych grup kwantowych G takich, ze algebra L°°(G)
jest faktorem typu III ([1]) przydatne okazaly sie pewne podgrupy R wyznaczo-
ne przez G, ktdre sa niezmiennikami izomorfizmu grup kwantowych. W referacie
opowiem o tym jak bardziej systematyczne badanie tych niezmiennikéw prowa-
dzi do ciekawych wynikow taczacych wewnetrzno$¢ automorfizméw skalowania
ze Sladowoscig miary Haara.

MSC (2020): 46L67, 20G42
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Generyczne grafy kwantowe nie maja kwantowych syme-
trii

Mateusz Wasilewski
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: mwasilewski@impan.pl

Grafy kwantowe to nieprzemienne odpowiedniki graféw, naturalne zaréwno
z punktu widzenia informacji kwantowej, jak i geometrii nieprzemiennej. W os-
tatnich latach sg one przedmiotem intensywnych badan. Opowiem o symetriach
losowych graféw kwantowych.

W klasycznej pracy [2] udowodniono, ze zdecydowana wiekszo$¢ graféw nie
posiada nietrywialnych symetrii. Wynik ten zostat rozszerzony w [1] na przy-
padek klasycznych symetrii losowych graféw kwantowych. W najnowszej pracy
udowodnili$my, ze réwniez kwantowa grupa automorfizméw losowego grafu
kwantowego jest trywialna. Praca wspdlna z Alexandru Chirvasitu i Piotrem
Sottanem.

MSC (2020): 46L89, 46L67
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Algebry grafowe i nieprzemienna probabilistyka
Anna Wysoczanska-Kula

Uniwersytet Wroctawski
e-mail: anna.kula@math.uni.wroc.pl
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Algebry grafowe to pewne specjalne algebry C*, generowane przez projekcje
i czeSciowe izometrie, ktore "mozna zobaczyc" poprzez definiujace je grafy.
Stanowig bogata, a jednoczes$nie do$¢ wygodna do badan rodzine algebr opera-
torowych, a niektdre ich wlasnosci (np. strukture ideatéw czy K-teorie) mozna
okresli¢, patrzac na definiujace je grafy. Wiele znanych algebr C* jest algebrami
grafowymi (np. algebra Toeplitza, M,(C), grupa kwantowa SU,(2) czy sfery
kwantowe, patrz [2]).

W czasie mojego wystapienia opowiem o dwdch wynikach taczacych teorie
algebr grafowych z nieprzemienng probabilistyka.

(1) W pracy [3] opisano operatory, ktére stanowia model zmiennych bm-
niezalezych. Okazuje sig, ze operatory te tworzg algebre Exela-Laca, ktdra jest
pelnym naroznikiem algebry grafowej, wiec tez dziedziczy wiele jej wiasnosci.
Otrzymany wynik uogoélnia i rozszerza rezultaty z pracy [1].

(2) Z algebrami grafowymi mozna stowarzyszy¢ pewne przestrzenie Focka,
a na nich rozwaza¢ naturalne operatory kreacji i anihilacji. Pozwala to na
powiazanie z grafem nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej i badanie
rozktadéw operatoréw potozenia (czyli sumy kreacji i anihilacji). Okazuje sie,
Ze mozna w ten sposéb stowarzyszy¢ z grafem skierowanym ciggi momentow
oraz miary. Kilka takich przykladéw przedstawie.

Prezentowane wyniki zostaty uzyskane wspdlnie z Jackiem Spielbergiem, Mariuszem Tobolskim
i Januszem Wysoczanskim w ramach projektu EU Grant 101086394 ,,Operator Algebras that One
Can See”.

MSC (2020): 46L05, 46L53
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| Dwa oblicza fizyki matematycznej

Tréjka Tulczyjewa w dzialaniu

Katarzyna Grabowska
Uniwersytet Warszawski
e-mail: konieczn@fuw.edu.pl

Prowadzac badania nad uktadami kwantowymi, Wtodzimierz Tulczyjew do-
szedl do wniosku, ze cze$¢ fundamentalnych probleméw mechaniki kwantowe;j
ma swoje zrodla w niewlasciwym rozumieniu mechaniki klasycznej. Przemy-
$lenia dotyczace wariacyjnego opisu uktadéw statycznych oraz wariacyjnego
podejscia do dynamiki zaowocowaty miedzy innymi zdefiniowaniem struktury
geometrycznej, nazywanej w literaturze trdjkq Tulczyjewa.

Referat poswiecony bedzie prezentacji przyktadéw uktadéw mechanicznych,
ktorych opis przy pomocy narzedzi zwigzanych z tréjka Tulczyjewa daje intere-
sujace rezultaty. W niektérych przypadkach, na przyktad dla czastki relatywi-
stycznej, otrzymane wyniki r6znig sie od powszechnie spotykanych w literaturze.
W pozostalych sytuacjach, otrzymujemy znane réwnania fazowe lub réwnania
ruchu, jednak ich wyprowadzenie jest eleganckie i bardzo proste koncepcyijnie.
Oméwione przyklady zaczerpniete beda z publikacji [1, 2, 3].

MSC (2020): 70G45, 70H03, 53C99, 53D17
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Geometria tréjki Tulczyjewa

Janusz Grabowski
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: jagrab@impan.pl

Struktura geometryczna, znana jako trdjka Tulczyjewa, okazata sie bardzo uzy-
teczna w opisie uktadéw mechanicznych, nawet tych z osobliwymi lagrazjanami
lub podlegajacych wiezom. Opiera sie ona na filozofii stojacej za zasadami ra-
chunku wariacyjnego w mechanice i teoriach pola, w ktdrej zasadniczg role
odgrywa dynamika fazowa [4, 5] i jest zbudowana z kanonicznych izomorfizméw
pomiedzy iterowanymi wigzkami stycznymi i kostycznymi: TT*Q, T*T*Q oraz
T*TQ, ktére sa kanonicznymi przykladami podwéjnych wiazek wektorowych.

Gléwna zaleta tego podejscia jest jego ogdlnos¢: umozliwia ono generowanie
réwnan fazowych niezaleznie od tego, czy lagrazjan jest regularny, czy nie.
Kolejna zaleta jest elastyczno$¢: metoda ta moze by¢ z fatwoscia dostosowana
do réznych kontekstéw, w tym mechaniki na algebroidach Liego [2] czy teorii
pola [1]. Przedstawimy geometryczne podstawy tréjki Tulczyjewa, opierajac sie
na prostym podejsciu do koncepcji podwdjnej wigzki wektorowej [3].

MSC (2020): 70G45, 70H03, 53C99, 53D17
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Symetrie grupy renormalizacji

Piotr Kielanowski
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: piotr.kielanowski@fuw.edu.pl

Zostanie zaproponowana metoda badania wtasnos$ci réwnan grupy renormaliza-
cji [1] w kwantowe;j teorii pola oparta na analizie wielomianéw niezmienniczych.
W szczegdlnosci zostenie wykorzystane twierdzenie Moliena [3] definiujace
funkcje generujaca dla liczby niezmienniczych jednorodnych wielomiandw [2]
danego stopnia wzgledem grupy symetrii.
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Wlodzimierz Tulczyjew i jego spuscizna

Jerzy Kijowski
Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej Akademii Nauk
e-mail: kijowski@cft.edu.pl

Witodzimierz Tulczyjew odegrat bardzo wazna role w fizyce matematyczne;j.
Nie podazatl za chwilowymi modami, nie ,,naciaggal” matematyki do naiwnych
wyobrazen fizykéw, lecz uporczywie poszukiwat struktur matematycznych ob-
jawiajacych sie w opisie podstawowych struktur przestrzeni, czasu i materii.
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W moim referacie, poza najwazniejszymi danymi biograficznymi, pokaze jak
naiwne sg standardowe wyobrazenia o ,,zasadach wariacyjnych” w fizyce i co
nowego pozostawit Tulczyjew nam: fizykom i matematykom.

MSC (2020): 35F60, 35L70, 49S05, 53A35, 53D05
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Operator homotopii vs rdwnania zadane przez formy
rozniczkowe na rozmaitos$ciach rézniczkowych, w tym
istotne réwnania fizyki

Radostaw Antoni Kycia
Politechnika Krakowska
e-mail: kycia.radoslaw@gmail.com

Referat poswiecony jest metodzie rozwigzywania réwnan rézniczkowych czast-
kowych na rozmaitoSciach przy uzyciu operatora homotopii. W podej$ciu tym
réwnania formulowane sg w jezyku geometrii rézniczkowej, z wykorzystaniem
rézniczki zewnetrznej i kordzniczki. Podstawa metody jest formalna analogia
pomiedzy parg operatoréw (rézniczka zewnetrzna, operator homotopii) a para
(operator pochodnej, operator catki) w klasycznej analizie. Analogia ta umozli-
wia sprowadzenie procedury rozwiazywania ztozonych réwnan do schematu
znanego z analizy réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Przystepno$¢ metody
czyni ja warto$ciowym narzedziem dydaktycznym, mozliwym do opanowania
w ramach kursu analizy globalnej. Prezentowane wyniki bazujg na pracach:
[1, 2, 3].

MSC (2020): 53-08, 53B05, 53Z05
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O stabilnosci nieokresowych stanéw podstawowych

Jacek Miekisz
Uniwersytet Warszawski
e-mail: miekisz@mimuw.edu.pl

Omowimy stabilno$¢ nieokresowych pokry¢ ptaszczyzny kwadratowymi dachéw-
kami Wanga i jednowymiarowych ciggéw symboli uktadéw podstawieniowych
Thue-Morse’a, Fibonacciego oraz ukltadéw Sturma, postrzeganych jako stany
podstawowe hamiltonianéw oddziatujacych czastek. Pokazemy, ze pewien ro-
dzaj jednorodnosci konfiguracji, tzw. $cisty warunek brzegowy, jest niezbedny
dla stabilnosci nieokresowych stanéw podstawowych ze wzgledu na niewielkie
zaburzenia oddziatywan.

Z punktu widzenia teorii ergodycznej, zadajemy pytanie czy jedyna miara
ergodyczna stanu podstawowego symbolicznego ukladu dynamicznego jest
jedyna miara ergodyczng dla matych zaburzen oddzialywan miedzy czastkami
odpowiadajacymi symbolom ukladu dynamicznego.

Fundamentalnym problemem otwartym jest konstrukcja klasycznego gazu
sieciowego z jedyna miara stanu podstawowego, ktorej nosnikiem sg konfigu-
racje nieokresowe i ktérej w niskich temperaturach odpowiadaja nieokresowe
miary Gibbsa (stany réwnowagowe uktadu fizycznego) [1]. Bytby to pierwszy
mikroskopowy model stabilnego termodynamicznie kwazikrysztatu.

MSC (2020): 37B10, 82B20, 52C23, 52C25
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Ciagi Sturma w modelowaniu kwaziperiodycznych osrod-
kéw sprezystych

Agnieszka Niemczynowicz
Politechnika Krakowska
e-mail: a.niemczynowicz@pk.edu.pl

Ciagi Sturma, bedace nieskonczonymi stowami nad alfabetem dwuelementowym
o minimalnej ztozonosci podciagéw (doktadnie n + 1 réznych stéw dtugosci n),
znajduja szerokie zastosowanie w modelowaniu kwaziperiodycznych struktur.
W referacie przedstawiona zostanie koncepcja wykorzystania stéw Sturmowskich
do opisu kwaziperiodycznych rozktadéw parametréw materiatowych w jedno-
wymiarowych strukturach mechanicznych, takich jak uktady masa-sprezyna,
prety czy belki Timoshenki [4].

W oparciu o interpretacje geometryczna tych ciagéow [7] generujemy tzw.
superkomorki (ang. supercells) o uporzadkowanej, ale nieperiodycznej budowie,
ktérych powtarzalno$¢ determinowana jest przez rozwiniecie utamka tancu-
chowego wybranej (zazwyczaj niewymiernej) liczby rzeczywistej a € [0,1]
[2]. W oparciu o metode macierzy przejscia (ang. Transfer Matrix Method) wy-
znaczane sg relacje dyspersyjne, pasma zaporowe i tzw. widmo zbiorcze (ang.
bulk spectrum), ktorego struktura — dla odpowiednich parametréw — wykazuje
wlasciwosci fraktalne i samopodobne [3, 4, 5].

Wystgpienie obejmie réwniez oméwienie numerycznych przyktadéw oraz
wplywu przyblizen wymiernych (konwergentéw) na doktadno$¢ odwzorowania
kwaziperiodyczno$ci. Zostang takze zasygnalizowane potencjalne zastosowania
tych struktur w inzynierii materiatowej oraz akustyce falowej [1, 6].
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Wilodzimierz Tulczyjew - fizyk i matematyk

Pawel Urbanski
Uniwersytet Warszawski
e-mail: urbanski@fuw.edu.pl

Wtodzimierz M. Tulczyjew (1931-2022) byt najwybitniejszym uczniem Leopol-
da Infelda (opinia ta pochodzi od samego Infelda). Oméwie (w skrécie) droge
naukowg (troche i zyciowg) Tulczyjewa. Doprowadzita ona do nowych spojrzen
na matematyke w fizyce i, w konsekwencji, nowej matematyki. W geometrii
rézniczkowej, symplektycznej, multisymplektycznej, rachunku-opisie wariacyj-
nym...
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Hipoteza Riemanna, ciagi Fareya i model Falicova-Kim-
balla

Jerzy Jacek Wojtkiewicz
Unwersytet Warszawski
e-mail: wjacek@fuw.edu.pl

Hipoteza Riemanna posiada kilkanascie réwnowaznych sformutowan. Jedno
z nich odwoluje sie do ciqgow Fareya [1, 2]. Z drugiej strony, ciggi Fareya po-
jawiaja sie przy opisie stanéw podstawowych w jednowymiarowym modelu
Falicova-Kimballa, uzywanym w fizyce ciata statego. W swoim wystgpieniu bede
chciat naszkicowa¢ pobieznie powyzsze zwigzki oraz postawi¢ problem moz-
liwosci udowodnienia hipotezy Riemanna metodami mechaniki statystyczne;.
Wspomne réwniez o mozliwym zwigzku z kwazikrysztatami.
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| Edukacja matematyczna

Al jako partner w nauczaniu matematyki — wyniki i re-
fleksje z praktyki

Marzena Filipowicz-Chomko
Politechnika Bialostocka
e-mail: m.filipowicz@pb.edu.pl

Wspotautorzy: Ewa Girejko (Politechnika Bialostocka), Dorota Mozyrska (Politechnika Biato-
stocka)
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Celem referatu bedzie oméwienie efektéw eksperymentu dydaktycznego prze-
prowadzonego w ramach projektu Maestro Al, ktéry badat mozliwosci wykorzy-
stania sztucznej inteligencji w nauczaniu matematyki na poziomie akademickim.
W trakcie prezentacji zostang zaprezentowane obserwacje dotyczace aktywno$ci
studentéw, jakosci interakcji z narzedziem Al oraz sposobu, w jaki ChatGPT
wplynal na proces przyswajania nowych poje¢ matematycznych — takich jak
liczby zespolone czy zbieznos¢ szeregéw liczbowych. Przedstawione zostang
rowniez wyniki ankiet oraz wywiadéw przeprowadzonych wsréod uczestnikow
zaje¢. W wystgpieniu poruszone zostang zagadnienia zwigzane z rolg nauczy-
ciela w srodowisku wspieranym przez sztuczng inteligencje, krytyczne uwagi
studentéw oraz mozliwosci i ograniczenia wynikajgce z praktycznego wdrazania
Al w edukacji matematyczne;j.

MSC (2020): 00A35,97U70

Al jako partner w nauczaniu matematyki — eksperyment
z Al na zajeciach

Ewa Girejko
Politechnika Biatostocka
e-mail: e.girejko@pb.edu.pl

Wspdtautorzy: Marzena Filipowicz-Chomko (Politechnika Biatostocka), Dorota Mozyrska
(Politechnika Biatostocka)

Referat poswiecony bedzie prezentacji eksperymentu dydaktycznego przeprowa-
dzonego w ramach projektu Maestro Al ktérego celem byto zbadanie mozliwosci
wykorzystania sztucznej inteligencji w nauczaniu matematyki na poziomie aka-
demickim. Eksperyment przeprowadzono podczas zajec¢ z algebry liniowej oraz
analizy matematycznej dla studentéw pierwszego roku kierunku Matematyka
Stosowana. W trakcie zaje¢ wykorzystano narzedzie ChatGPT do wprowadze-
nia dwéch nowych zagadnien: liczb zespolonych w postaci algebraicznej oraz
zbieznosci szeregdéw liczbowych. Sztuczna inteligencja zostata wiaczona w réz-
ne etapy procesu dydaktycznego — od formulowania celéw i motywowania
studentéw, przez wspdlne eksplorowanie definicji i przyktadéw, az po rozwiazy-
wanie zadan oraz podsumowanie materiatu. W referacie zostang przedstawione
scenariusze zaje¢ z wyraznym uwzglednieniem roli ChatGPT jako narzedzia
wspomagajacego zaréwno nauczyciela, jak i studentéw.
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Czy ulatwienie moze by¢ przeszkoda?

Grazyna Horbaczewska
Uniwersytet Lodzki
e-mail: grazyna.horbaczewska@wmii.uni.lodz.pl

Wspétautorzy: Ryszard Pawlak (Uniwersytet £.6dzki)

Refleksja nad celami nauczania matematyki i nad wzbudzaniem u uczniéw
motywacji do osiagania tych celow.

Oméwienie przeszkdd epistemologicznych i dydaktycznych, do ktérych nie-
kiedy prowadzi uzywanie wspoétczesnych narzedzi informatycznych umozliwia-
jacych blyskawiczne rozwiazywanie zadan.
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Przyktady wspélpracy Politechniki Swietokrzyskiej z na-
uczycielami matematyki

Andrzej Lenarcik
Politechnika Swietokrzyska
e-mail: andrzej.lenarcik@gmail.com

Wspdtautorzy: Danuta Pyrek (Centrum Korpusu Kadetéw im. ptk. Lukasza Cieplinskiego)

Przemiany spoteczno-polityczne w Polsce po roku 1989 daly impuls uczelniom
wyzszym do zmian w systemie i metodach nauczania. Szczegdlnie kreatywna
postacia na Politechnice Swietokrzyskiej byt $p. dr Zdzistaw Piasta (1952-2020).
Jemu zawdzieczamy popularyzacje (pod koniec lat dziewie¢dziesiatych) metod
zarzadzania Deminga (1900-1993) [1]. Okazalo sie, ze wiele cennych wska-
zoéwek (podobnych do zasad Deminga) mozna odnalez¢ w tworczosci o. Jacka
Woronieckiego (1878-1949) [2]. Obaj akcentowali role cztowieka w zarzadza-
niu. Deming szczegolnie wskazywatl na znaczenie komunikacji miedzyludzkiej
w poprawie jakosci procesow.

Zniesienie (jeszcze w latach osiemdziesiatych) obowigzku zdawania egzami-
nu maturalnego z matematyki zaczeto skutkowac (w latach dziewieédziesigtych)
pogorszeniem umiejetno$ci matematycznych mtodziezy rozpoczynajacej studia.
Aplikujac zasady Deminga, pracownicy Politechniki Swietokrzyskiej szukali kon-
taktu z nauczycielami w szkotach, zeby wspdlnie zastanowi¢ sie nad problemem.
Wtedy doszto do spotkania obu autoréw. Drugi autor reprezentowat wéwczas
Samorzgdowy Osrodek Doradztwa Metodycznego i Doskonalenia Nauczycieli
w Kielcach. Poczatkowo wspdtpraca dotyczyta organizowania kétek matematycz-
nych. Od roku 2003 rozpoczely sie na Uczelni cykliczne spotkania pod nazwa
»Seminarium Jakosci Ksztatcenia Matematycznego”. W réznych okresach uczest-
niczyto w spotkaniach okoto dwustu nauczycieli, réwniez spoza wojewodztwa
swietokrzyskiego.

Deming kazat szuka¢ wskazdéwek do ulepszania proceséw w analizie przy-
padkéw szczegolnych. Dlatego z jednej strony prace Seminarium skupiaty sie
na pracy z mtodzieza uzdolniong (organizowanie konkurséw matematycznych),
z drugiej strony waznym tematem byla pomoc mlodziezy majacej trudnosci
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z matematyka. W roku 2011, dwa konkursy powiatowe organizowane w Ostrow-
cu Swietokrzyskim i Wloszczowie, zostaly przeksztalcone, zgodnie z pomystem
zaproponowanym przez drugiego autora, w konkurs wojewddzki o nazwie
Swietokrzyski Matematyczny Maraton Maturalny. Z defincji konkurs miat by¢
wsparciem dla mtodziezy przygotowujacej sie do przywrdéconej obowigzkowej
matury z matematyki. Konkurs byl modyfikowany zgodnie z cyklem Deminga:
,obserwuj i koryguj”. Stopniowo wprowadzono rywalizacje w kilku kategoriach,
zeby unikna¢ liniowego rankingowania uczestnikow i da¢ szanse wyréznienia
sie wiekszej liczbie mlodziezy i szkot. Od roku 2018 wiele dziatan Seminarium
byto skutkiem zmian w podstawie programowej z matematyki. Uczestnicy wy-
powiadali sie w sprawie nowej podstawy, Vademecum Matematycznego oraz
Informatora Maturalnego. Pracowano z uczniami ze stwierdzona dyskalkulig.
Pan Prof. Artur Maciag, Prorektor ds. Studenckich i Dydaktyki Politechniki Swie-
tokrzyskiej, skierowat list do Ministerstwa w tej sprawie. Rowniez zaproponowat
od roku 2022/2023 przeksztatcenie Maratonu w konkurs ogdélnopolski. Od tego
roku mlodziez rywalizuje w czterech kategoriach: DELTA (poziom podstawowy),
GAMMA (pomiedzy podstawgq i rozszerzeniem), BETA (rozszerzenie), ALFA
(poziom rozszerzony o zwiekszonym stopniu trudnoéci). Zanagazowanie uczest-
nikéw Seminarium, w wojewddzki program pomocy mtodziezy z trudnos$ciami
matematycznymi, zaowocowato wydaniem zbioru zadan [3].

Podczas referatu przedstawione wyzej zagadnienia zostang rozwiniete.

MSC (2020): 97B70, 97C70, 97D70, 97U30, 97U40
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Wydanie II, poszerzone, Warszawa 2024.

Projekt zespolowy jako jeden z elementéw w programie
ksztalcenia przyszlych nauczycieli matematyki

Anna Loranty
Uniwersytet 1.6dzki
e-mail: anna.loranty@wmii.uni.lodz.pl

W roku 2019 na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.édzkiego
byt realizowany projekt Modelowe ksztatcenie przysztych nauczycieli przedmiotow
matematycgno-przyrodniczych w Uniwersytecie £6dzkim, Zadanie 3. Modyfikacja
i realizacja programu ksztatcenia na specjalnosci nauczgycielskiej w zakresie naucza-
nia matematyki na kierunku Matematyka na Wydziale Matematyki i Informatyki
UL - studia I i I st. Projekt ten byt realizowany w ramach Programu Operacyjnego
Wiedza Edukacja Rozwdj. W ramach dziatan zostaly opracowane miedzy innymi
dwa programy ksztalcenia na kierunku matematyka na specjalnosciach nauczy-
cielskich w zakresie nauczania matematyki na studiach pierwszego i drugiego
stopnia.

Przygotowane programy uwzglednialy zaréwno zalozenia obowigzujacych
wowczas standardéw ksztalcenia nauczycieli (Rozporzadzenie Ministra Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego z dnia 17 stycznia 2012 r. w sprawie standardéw ksztat-
cenia przygotowujacego do wykonywania zawodu nauczyciela, Dz.U. 2012 poz.
131) jak i program wypracowany w projekcie pozakonkursowym Opracowanie
modelowych programoéw ksztalcenia nauczycieli stanowigcego zatacznik 12-b
do ogloszenia Konkurs nr POWR.03.01.00-IP.08-00-PKN/18.

W ramach wprowadzonych wéwczas zmian w programach ksztatcenia zapla-
nowane zostaly miedzy innymi zajecia pod nazwa “Projekt zespotowy”. Zajecia
te pojawily sie zaréwno na studiach pierwszego jak i drugiego stopnia. Ich gtéw-
nym zalozeniem bylo opracowywanie przez studentéw projektéw edukacyjnych
miedzy innymi w postaci zaje¢ warsztatowych dla uczniéw, ktére miaty by¢ reali-
zowane w praktyce. W trakcie referatu zostang oméwione nasze do$wiadczenia
zwigzane z realizacja tego typu zaje¢ oraz ich wplyw na ksztalcenie przysztych
nauczycieli.

MSC (2020): 97B50, 97D80
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100 lat Rozrywek matematycznych inz. Jelenskiego

Pawel Perekietka
Zaktady Kornickie
e-mail: redaktor.muma@fzk.pl

W 1925 r. w Poznaniu wydano Lilavati inz. Szczepana Jelenskiego. Autor zebrat
w tej ksiazce dorobek wiekéw w dziedzinie tzw. rozrywek matematycznych [4].
W 1928 r. ukazata sie cze$¢ druga pt. Sladami Pitagorasa. Te urocze ksiazki byly
wznawiane wielokrotnie. Ich niepospolite walory dydaktyczne sa ponadczasowe.

MSC (2020): 00A08, 01A70
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[2] Sz. Jelenski, Lilavati. Rozrywki matematyczne, Poznan, 1925.

[3] A. Paszke, Matematyka w osiedlu szkolnym. Podrecznik systematycznie dobranych
rozrywek matematycznych, Warszawa 1931.
[4] A.M. Rusiecki, Nowe ksiqzki. Lilavati, Wiedza i Zycie, 1926, 1(1), 63-65.
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Nowe podstawy programowe a technologia w nauczaniu
matematyki

Piotr Piskorski

Zespdt Przedmiotowy ds. Matematyki IBE
Zespdt Szkét STO na Bemowie

e-mail: piotr.piskorski@stonabemowie.edu.pl

Wszyscy zdajemy sobie sprawe, ze zmiany zachodzace we wszystkich aspektach
otaczajgcego nas $wiata nie pozostajg bez wpltywu na mikrokosmos, jakim jest
edukacja. Nie dotyczy to tylko Polski — jest to proces o zasiegu globalnym.
Wplyw tych zmian na szkote i nauczanie jest wyrazny, a kierunek w jakim beda
przebiega¢, w duzej mierze zalezy od nas — nauczycieli.

W dyskusjach i pracach nad reformami edukacyjnymi Scierajq sie¢ dwie po-
stawy: konserwatywna i progresywistyczna. W debacie publicznej przyjmuja
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one czesto skrajne formy. W nauczaniu matematyki podobna dyskusja przebiega
tagodniej, jednak i nas ona nie omija. W ostatnich dwudziestu latach zauwazalna
jest zmiana polegajaca na skupianiu sie na obliczeniach i algorytmach kosztem
rozwijania my$lenia matematycznego. Widac¢ to zaréwno w egzaminach, jak
i w programach nauczania.

Zmiany technologiczne — od powszechnosci kalkulatoréw, przez oprogra-
mowanie komputerowe, az po aplikacje wykorzystujace sztuczng inteligencje —
stwarzaja nowe mozliwosci, ale tez wyzwania, z ktérymi nauczyciele musza sie
juz teraz mierzy¢. Naszym zadaniem jest znalezienie réwnowagi miedzy chro-
nieniem podstaw matematyki (niezbednej sprawno$ci rachunkowej, znajomosci
algorytmdéw), a stworzeniem przestrzeni dla rozwoju mys$lenia matematycznego
i pokazania uzytecznosci tej dziedziny.

Jednym z tematéw dyskutowanych od 30 lat jest wprowadzenie kalkulato-
réow do nauczania matematyki i ich wykorzystywanie w szkole. Zbyt wczesne
i nieograniczone uzycie kalkulatoréw prowadzi do ostabienia wyczucia wielko-
Sci liczbowych, spadku umiejetnosci rachunkowych i trudnosci w szacowaniu.
Z drugiej strony — catkowite ich pomijanie jest czasochtonne i moze utrudniaé
zrozumienie sensu wykonywanych dziatan.

Podczas mojego wystapienia podejme prébe okreslenia warunkéw sprzyja-
jacych skutecznemu wykorzystaniu kalkulatoréw w edukacji matematycznej,
przedstawie rézne strategie ich uzycia oraz wskaze pozadane zmiany, ktore
moga utatwi¢ korzystanie z tych narzedzi.

MSC (2020): 97U70

Konkursy matematyczne nie tylko dla orléw

Magdalena Sobolewska
VIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Biatymstoku
e-mail: sobolewska.magdalenaa@gmail.com

W wystapieniu przedstawione zostang rézne konkursy, w ktérych mogg uczest-
niczy¢ uczniowie szkdt srednich. Poza dobrze znanymi, jak Olimpiada Matema-
tyczna lub Ogdlnopolska Olimpiada ,,O Diamentowy Indeks AGH”, opowiem
o konkursach druzynowych oraz o konkursach, w ktérych moga bra¢ udziat
uczniowie klas humanistycznych. Na zakonczenie pokaze, jakie konkursy orga-
nizowatam w szkotach, w ktérych pracowatam.
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O réznych metodach obliczania pola tréjkata

Tomasz Szwed
Akademia Nauk Stosowanych w Raciborzu
e-mail: szwedphd@gmail.com

Podczas wystapienia opowiem o réznych wzorach na pole trdjkata na plaszczyz-
nie. Wzory podziele na dwie kategorie: szkolne i konkursowe. Kazdy z omawia-
nych wzoréw zostanie uzasadniony i umieszczony w konkretnym kontekscie
syntetycznym albo analitycznym. Wraz z doborem kolejnych, coraz bardziej
zaawansowanych narzedzi matematycznych, przeprowadze stuchaczy przez
rozumowanie matematyczne i sztuke dowodzenia. Uwienczeniem referatu beda
odniesienia do praktyki szkolnej.

MSC (2020): 97G60

| Historia matematyki

Matematycy, informatycy, mechanicy-dziekani wydziatéw
Uniwersytetu Warszawskiego w XX wieku

Stefan Jackowski
Uniwersytet Warszawski
e-mail: stefan.jackowski@uw.edu.pl

Opowiemy historie rozwoju matematyki, informatyki i mechaniki na Uniwersy-
tecie Warszawskim, sledzac poczet przedstawicieli tych dyscyplin petnigcych
funkcje dziekanéw wydzialéw, w ramach ktérych byly one reprezentowane.
Poczet uktada sie w logiczny ciagg postaci, wywodzacych sie od ojcoéw-zatozycieli
uniwersyteckiej matematyki po restytucji UW w 1916 roku. Wéréd omawianych
postaci znajda sie Jan Lukasiewicz, Wactaw Sierpinski, Stefan Mazurkiewicz,
Antoni Przeborski, Andrzej Mostowski, Stanistaw Turski, Julian Bonder, Helena
Rasiowa, Andrzej Bialynicki-Birula, Maria Moszynska, Jerzy Browkin i Wtadystaw
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Turski. Dziatalno$¢ organizacyjna, naukowa i dydaktyczna tych oséb znaczaco
wptlynela nie tylko na ksztatt Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
UW, lecz takze badan i ksztatcenia w catym kraju.

Opracowanie oparte jest na zrodlach archiwalnych, znajdujacych sie gléwnie w Archiwum UW.

MSC (2020): 01A60, 01A70, 01A73

Istota historii matematyki a Stownik biograficzny mate-
matykow polskich wydany w 2024 roku przez PAU

Jan Koronski
Politechnika Krakowska
e-mail: jan.koronski@pk.edu.pl

Istotq historii matematyki z jednej strony jest przede wszystkim matematyka,
ktérg wspotczesnie mozna okresli¢ jako zbior definicji, twierdzen (w tym hipotez
i poje¢ pierwotnych) oraz dowodéw twierdzen (przeprowadzanych zgodnie
z regutami logiki matematycznej) i wzajemnych relacji, jakie zachodzg pomie-
dzy wyzej wyszczegdlnionymi kategoriami matematycznymi [2, 3]. Z drugiej
strony wymienione powyzej elementy kazdej teorii matematycznej (tj. definicje,
twierdzenia i ich dowody) ktos i kiedys sformutowat, a zatem druga sktadowa
istoty historii matematyki jest wlasnie historia, ktéra obejmuje nie tylko historie
rozwoju pojec i teorii matematycznych, ale takze obejmuje autoréw konkret-
nych definicji, twierdzen i ich dowodoéw. Stad tez w zakres tematyczny historii
matematyki wchodza réznego rodzaju biogramy matematykéw. W poprzednim
2024 roku powstat zbiér 1710 biogramoéw encyklopedycznych pt. Stownik biogra-
ficzny matematykdéw polskich [1] pod redakcjq naukowa prof. dr. hab. Romana
Dudy wydany przez Polskg Akademie Umiejetnosci w Krakowie. Stownik ten
powstal w ramach grantu badawczego nr 0333/NPRH7/H11/86/2018 i zo-
stal sfinansowany w ramach programu Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego
pod nazwg Narodowy Program Rozwoju Humanistyki w latach 2018-2025. Caly
program obejmuje osiem stownikéw biograficznych uczonych polskich zwiaza-
nych z archeologia, astronomia, botanika, chemia, fizyka, geologia, matematyka
i pedagogika. W 2015 roku Zarzad i Rada PAU postanowila wszcza¢ dziata-
nia w celu opracowania i publikacji kolejnych stownikéw uczonych polskich
w kilkudziesieciu dalszych dziedzinach nauki.
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Dla wszystkich stownikéw przyjeto pewne ogdlne zalozenia wstepne, tak
aby ujednolici¢ forme obecnej serii stownikéw. Naczelnym zatozeniem byto, aby
stowniki obejmowaty maksymalnie duza grupe (niemal wszystkich) uczonych
polskich od poczatku dziejéw Polski do wspotczesnosci, ktérzy mieli wktad
w poszczegolnych dziedzinach nauki poprzez publikacje, ksiazki réznego typu,
wyklady, ksztalcenie na poziomie wyzszym, dzialania organizacyjne i inne dzia-
tania znaczgce dla rozwoju danej dziedziny nauki. Kolejnym zatozeniem byto,
aby biogramy byly zwiezte i treSciwe bez mniej istotnych szczegoétdw, takich jak:
szczegobly rodzinne, imiona rodzicédw, rodzenstwa, dzieci. Ponadto zwykle pomi-
jane byly doktadne liczby magistrow, doktorantéw i publikacji. Nie wymieniano
réowniez mniej waznych (zwyklych) odznaczen, nagréd i wyrdznien. Gtéwny na-
cisk ktadziono na istotne osiagniecia i zastugi opisywanych uczonych oraz na ich
oddzwiek w Polsce i poza jej granicami. Szczegolnie w Stowniku biograficznym
matematykoéw polskich [1] proporcjonalnie do zastug i osiagnie¢ poszczegdlnych
uczonych, przydzielano stosowng objetos¢ ich biogramdéw. Niekiedy w stowniku
znajduja sie tylko dane sygnalizujace poszczegdlnych uczonych, bez zadnych
szcegotéw, gdyz do nich nie udalo sie jeszcze dotrze¢. Zatem w wielu miejscach
stownik wymaga uzupeknienia a niekiedy z pewnoscia takze korekty. Dostrzezo-
ne btedy, usterki i braki prosze sygnalizowa¢ na adres: jan.koronski@pk.edu.pl
oraz dla pewnosci: jan.koronski@gmail.com. W czasie trwania referatu omo-
wimy wiecej szczegéléw dotyczacych Stownika biograficznego matematykow
polskich [1].

Zuwazmy jeszcze powotujac sie na obowigzujacy wykaz dyscyplin nauko-
wych, ze historia matematyki wchodzi w zakres tematyczny dyscypliny mate-
matyka (jest interdyscyplinarng dziedzing wiedzy na pograniczu matematyki
i historii), co bez watpienia wynika z wlasciwej refleksji merytorycznej zawo-
dowych matematykdéw, gdy wnikng w powyzej wyekspikowang istote historii
matematyki. Fakt ten jest takze potwierdzony w Mathematics Subject Classifica-
tion 2020 [4] poprzez uwzglednienie historii matematyki w wykazie dziedzin
matematycznych.

MSC (2020): 00A05, 00A20, 00A35, 01A70, 01A73
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Wybitne osobowo$ci matematyczne w osiemdziesieciole-
ciu Politechniki Krakowskiej

Jan Koronski
Politechnika Krakowska
e-mail: jan.koronski@pk.edu.pl

Dzieje matematyki w Politechnice Krakowskiej [5] zwigzane sg ze znakomitymi
matematykami polskimi [2]. Wydziaty Politechniczne Akademii Gérniczej (od
1949 AGH) zostaly przeksztalcone w samodzielng uczelnie nazwana Politechnikg
Krakowska z przyjeta stosownym dekretem Rady Ministréow (z dnia 07.07.1954
r.) wsteczng datg zatozenia od 1 lipca 1945 roku. Wydzialy te, tzn. Wydziat Archi-
tektury, Wydziat Inzynierii i Wydziat Komunikacji od poczatku posiadaty pelna
autonomie, wyrazajaca sie oddzielnym zarzadzaniem i administracja, osobnym
budzetem oraz senatem, ktérego przewodniczacym byt odrebny prorektor.
Minister O$wiaty powotat 16 katedr na tych wydziatach [3, 5] w tym trzy ka-
tedry matematyczne. Na poczatku z tymi katedrami byli zwigzani wybitni i znani
[1] matematycy polscy: Mirostaww Krzyzanski (1907-1965), Wiadystaw Nikli-
borc (1899-1948), Franciszek Leja (1885-1979), Adam Bielecki (1910-2003),
Otto Nikodym (1889-1974), Jacek Szarski (1921-1980), Antoni Plamitzer (1889-
1954) i Zdzistaw Siedmiograj (1906-1962). Wymienieni tu matematycy przez
pewien czas kierowali wymienionymi wyzej katedrami matematycznymi i kate-
dra geometrii wykreslnej. W 1954 roku Krzyzanski zostal mianowany profesorem
zwyczajnym Katedry Matematyki Wydziatu Budownictwa Ladowego Politechni-
ki Krakowskiej [1, 4]. Kolejnymi po Krzyzanskim (w 1955 roku przeszedt na UJ)
kierownikami Katedry Matematyki w PK byli zast. prof. Zdzistaw Siedmiograj
(1906-1962), prof. dr inz. Aleksander Lisowski (1919-1976) i doc. dr inz. Janusz
Murzewski (1928-2020). Istotnymi wydarzeniami majacymi wptyw na historie
matematyki w PK bylo uzyskanie w latach sze$c¢dziesiatych XX wieku habilitacji
przez kilkoro matematykdéw pracujacych w PK [1, 4]. Habilitacje wtedy uzy-
skali: dr Feliks Baranski (UAM, 07.05.1963, prof.), dr Genowefa Majcher (PW,
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20.04.1966, doc.), dr Irena Lojczyk-Krélikiewicz (PW, 04.03.1968, prof. PK)
i dr Jan Bochenek (UJ, 19.06.1969, prof.).

Wszystkie z wymienionych tu oséb potem odegraly istotne role i wypekia-
ty bardzo wazne funkcje w utworzonym niebawem w 1970 roku Instytucie
Matematyki PK, wywierajgc zasadniczy wpltyw na rozwdj kadr naukowych i dy-
daktycznych w zakresie matematyki w PK. W strukturze instytutowej kolejne
habilitacje uzyskaty nastepujgce osoby: dr Teresa Winiarska (PW, 20.04.1989,
prof. PK), dr Ludwik Byszewski (PW, 26.04.2000, prof. PK), dr Zbigniew Jelonek
(PW, 27.10.2000, prof. PK), dr inz. Anna Kumaniecka (PK, 04.02.2009, dr hab.
inz.), dr Piotr Kot (UJ, 31.10.2013, przeszedt na AGH w 2017 r., prof. AGH) i dr
Jan Koronski (PAN, 08.03.2018, prof. PK). W 2019 roku, w PK powrdcono do
struktury wydzialéw zlozonych z katedr likwidujac instytuty i wchodzace w ich
sktad zaktady.

W historii Instytutu Matematyki Politechniki Krakowskiej przewinelo sie
wielu wybitnych matematykoéw, ktérych sylwetki tu przyblizymy (biogramy en-
cyklopedyczne prawie wszystkich zmartych matematykéw z PK i wybitniejszych
geometrow wykres§lnych z PK mozna znalez¢é w [2]). W Politechnice Krakow-
skiej takze poza Instytutem Matematyki znajdziemy znaczace sylwetki innych
matematykéw [2], jak np. prof. Jézef Niziot dwukrotny Rektor PK, czy tez dr
hab. Andrzej Karafiat (1947-2020) matematyk z bytego Instytutu Informatyki
Wydziatu Fizyki, Matematyki i Informatyki PK, a takze od wielu lat aktywny
w USA prof. Leszek Demkowicz (matematyk i inzynier) [1]. Dodajmy tu, ze
w PK pracowali nastepujacy matematycy - profesorowie zagraniczni: prof. Serhij
Lawreniuk (zmart we Lwowie w 2008 r.), prof. Anatolij Plichko (emeryt), prof.
Orest Artemovych (od 2022 w Politechnice Slaskiej) oraz pracuja nadal prof.
Anatolij Prykarpatski, prof. Wladimir Mitiuszew, a takze profesorowie PK: Thor
Mykytyuk i Yosyf Piskozub.

MSC (2020): 01A60, 01A70, 01A73
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Elementy historii matematyki w szkole sredniej na przy-
kladzie zastosowania reguly Pappusa-Guldina do oblicza-
nia padl i objetosci bryt obrotowych

Bronistaw Pabich

XX LO w Krakowie

PCKZiU w Wieliczce

e-mail: bronek.pabich@gmail.com

Uczac stereometrii w ostatnich klasach szkét srednich odwotujemy sie czesto
do wzoréw na pola i objetosci walca, stozka i kuli. Bryly te powstaja w wyniku
obracania sie odpowiednio prostokata, tréjkata réwnoramiennego i kota wokot
osi symetrii tych figur. Jednak, jesli obrécimy prostokat wokoét osi zawierajacej
bok b prostokata o podstawie dlugosci a wéwczas objetos¢ i pole catkowite
uzyskanego walca sg rowne odpowiednio:

V=nxa’xb oraz S=2xm*xa’+2%m*ax*bh.

Po odpowiednim przeksztalceniu tych wzoréw mozna uzyskaé nieco inne
ich postacie, ktére wyrazaja objetosc¢ i pole uzyskanego walca poprzez odlegtos¢
a/2 $rodka ciezkosci prostokata od osi obrotu oraz odpowiednio pola ab prosto-
kata i jego obwodu 2a + 2b. Okazuje sie, ze taki spos6b wyznaczania objetosci
i pdl bryt obrotowych powstajacych przez obracanie figury ptaskiej wokot osi
nie przecinajacej tej figury mozna zastosowac dla kazdej bryly obrotowej pod
warunkiem, ze znamy Srodek ciezkosci figury ptaskiej, z ktérej tworzymy bryte
obrotowa.

Regule te odkryl w IV wieku n.e. Pappus z Aleksandrii (290-350)
a w XVI/XVIII wieku rozpowszechnit jq szwajcarski zakonnik Paul Habakkuk
Guldin (1577-1643). Poznanie tej reguly moze uatrakcyjni¢ lekcje rachunko-
we ze stereometrii. Korzystajac z tej reguly mozna wyznaczy¢ réwniez srodek
ciezkosci figury ptaskiej. Na przyktad znajac wzdr na objetosc¢ i pole kuli mozna
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wyznaczy¢ srodek ciezkosci pétkola, z ktdrego w wyniku obrotu wokét srednicy
powstata kula.
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Objetos¢ kuli wyznaczona przez Chinczykéw w VIII wie-
ku n.e. jako przyklad wprowadzania elementéw historii
matematyki w szkole sredniej

Bronistaw Pabich

XX LO w Krakowie

PCKZiU w Wieliczce

e-mail: bronek.pabich@gmail.com

Uczniowie szkdt srednich poznaja na lekcjach stereometrii wzor na objetosc kuli,
lecz nie sg zaznajamiani z metodami jej wyznaczania. Najbardziej popularna
metoda jest pochodzaca od Archimedesa, wykorzystujaca jego zasade zwang
obecnie zasadg Cavalieriego, gdyz zostata spopularyzowana przez wloskiego
matematyka, jezuite Bonawenture Cavalieriego w XVII wieku. Zasada ta odnosi
sie zaréwno do figur ptaskich jak i przestrzennych. Glosi ona, ze jezeli dwie
figury plaskie przetniemy prostymi réwnoleglymi do siebie i wszystkie odcinki
utworzone z przeciecia ich z tymi figurami majg te sama dtugosé, to figury
te maja te same pola. W przestrzeni dwie bryly tréjwymiarowe przecinamy
plaszczyznami réwnoleglymi do siebie. Jesli przekroje tych bryt utworzone
przez wszystkie te ptaszczyzny majg to samo pole na tej samej wysokosci, to
bryly te maja te sama objetos¢. Archimedes poszukiwat takiej bryly przestrzennej,
ktdra po przecieciu ptaszczyzna pozioma na wysokosci h dawata przekrdj kuli
na tej samej wysokosci o takim samym polu. Odkryt on, ze wszystkie przekroje
kuli o promieniu R na wysokos$ci h < 2R oraz przekroje obszaréw zawartych
miedzy walcem o promieniu podstawy R i wysokos$ci 2R a stozkami wpisanymi
w niego sg takie same na wysokosci h. Fakt ten miat miejsce w III wieku przed
nasza era.
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Z matematykq chinska byto nieco inaczej. W wyniku oczywistych barier
jezykowych i geograficznych, rozwijata si¢ ona niezaleznie w podobny sposéb, jak
matematyka starozytnego $wiata srédziemnomorskiego. Jednak wyznaczenie
objetosci kuli byto dla Chinczykéw niedostepne z powodu nieznajomosci zasady
Archimedesa - Cavalieriego. Pierwsze préby dokonywat w V w. n.e. Liu Hui.
Odkryt on, zZe iloraz pola kota do pola kwadratu, w ktdry zostat on wpisany jest
rowny ilorazowi objetosci walca do szeScianu o tej samej krawedzi co wysoko$¢

walca. Jednak nie potrafit odnies¢ swego odkrycia do wyznaczenia objetosci tej
kuli.

Dopiero w VIII w. n.e. Zu Chongzi wraz z synem Zu Seng wykorzystali
zasade Archimedesa-Cavalieriego i wyznaczyli doktadnie objeto$¢ kuli. Skorzy-
stali z wiedzy Liu Hui i utworzyli szczegdlng bryle zwang ,,mouhenfanggai”
co w tlumaczeniu z jezyka chinskiego oznacza ,,podwdjny parasol”. Metoda
ta jest bardzo intrygujaca i pomystowa, ale co najwazniejsze — skuteczna. Na
wyktadzie bedzie przedstawiony sposéb tworzenia tej bryly wraz z prezenta-
cja odpowiednich modeli oraz doktadny opis wyznaczenia przez Chinczykéw
objetosci kuli.
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150 rocznica zakupu rekopiséw Hoene-Wronskiego przez
Jana Dzialynskiego, wlasciciela Biblioteki Kornickiej

Pawel Perekietka
Zaktady Kornickie
e-mail: redaktor.muma@fzk.pl

Jan Dziatynski, wlasciciel Biblioteki Kdérnickiej, interesowat sie matematyczna
spuécizna po Hoene-Wrofiskim. W 1871 r. Towarzystwo Nauk Scistych, zatozone
z inicjatywy Dziatynskiego, oglosito konkurs nt. Ocena prac matematycznych
Hoene-Wrornskiego. Konkurs nie przyniést gruntownego opracowania tematu [1].

W 1875 r. hr. Dziatynski zakupit rekopisy matematyczno-fizyczne Wron-
skiego. Rekopisami zainteresowat sie Samuel Dickstein. W 1886 r. odwiedzit
Biblioteke Kérnickig [2]. Rekopisy wypozyczono Akademii Umiejetnosci w Krako-
wie. Zbadania prac Wronskiego podjat sie Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy
Akademii. Pomyst opracowania i wydania dziet nie zostatl jednak zrealizowa-
ny [5].

W 1896 r. naktadem Akademii Umiejetnoéci wydano opracowanie Dicksteina,
w ktérym skatalogowat i opisat zbiér dziet drukowanych i rekopiséw Wronskiego
ze zbioru kérnickiego [4]. O réznorodnosci zagadnien obecnych w rekopisach
Swiadczy to, ze sa przydzielone do 15 z 23 dzialéw matematyki 6wczesnej
klasyfikacji miedzynarodowej [6]. Réwniez w 1896 r. ukazala sie¢ monografia
Dicksteina obejmujaca biografie Hoene-Wronskiego i bibliografie jego prac [3].
Do Biblioteki Kdrnickiej rekopisy Hoene-Wronskiego wrocity w 1928 r. W Archi-
wum Biblioteki Kérnickiej (sygn. AB 072) znajduje sie korespondencja dotyczaca
Hoene-Wronskiego i zbioru jego dziet zgromadzonych w Bibliotece.
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Historia nazwy przestrzen polska

Malgorzata Terepeta
Politechnika L.odzka
e-mail: malgorzata.terepeta@p.lodz.pl

Po raz pierwszy termin przestrzen polska zostal uzyty w 1949 roku przez Rogera
Godementa, cztonka grupy Nicolas Bourbaki [2]. Nazwa tg Godement chciat
uhonorowac grupe polskich matematykdéw, ktérzy badali te przestrzenie topolo-
giczne. Do grupy tej nalezeli: Wactaw Sierpinski, Kazimierz Kuratowski, Alfred
Tarski, Stefan Mazurkiewicz i Zygmunt Janiszewski. W literaturze matematycz-
nej termin ten pojawit sie dopiero w 1958 roku w ksigzce Nicolasa Bourbaki
Topologie générale [1].

Przestrzen polska to osrodkowa metryzowalna w sposob zupehy przestrzen
topologiczna, tzn. przestrzen homeomorficzna z zupelng przestrzeniq metrycz-
ng, ktéra ma przeliczalny, gesty podzbior. Obecnie jest to podstawowe pojecie
W opisowej teorii mnogosci, uzywane takze w teorii miary, teorii prawdopodo-
bienstwa, w badaniach struktur borelowskich i zbioréw analitycznych.
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Kontynuacja riemannowskich badan podstaw matematy-
ki w polskiej szkole matematycznej

Wiestaw Wojcik
Uniwersytet Jana Dlugosza w Czestochowie
e-mail: w.wojcik@ujd.edu.pl

Jedna z cech okreslajaca polska szkote matematyczng jest nawigzanie do pro-
gramu badan podstaw nauki Bernarda Riemanna (1826-1866). Jest on znany
przede wszystkim z przelomowych odkry¢ w zakresie nauk matematyczno-
przyrodniczych. W tej prezentacji chcialbym pokaza¢ mniej znany, a sformuto-
wany przez niego, projekt rozwoju nauki. Mamy dwie najwazniejsze prace Rie-
manna dotyczace badania podstaw: Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen (1854) oraz Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Func-
tionen einer veranderlichen complexen Grosse (1851). Pod pojeciem Grundlagen
Riemann miatl na mysli nie tyle ustalenie aksjomatéw dla teorii matematycznych
i ustalanie ich niezaleznos$ci czy niesprzecznosci, lecz , poglebianie podstaw”,
W tym zrozumienie przestrzeni i podstawowych poje¢ geometrycznych. Chodzito
o budowanie podstawy pojeciowej dla nowych matematycznych i fizycznych
teorii. Do tych poje¢ mozna zaliczy¢ na przyktad: n-wymiarowq rozmaitos¢,
metryke i krzywizne (w ramach $§rodkéw geometrii rézniczkowej). Wspomne
réwniez o badaniach zwigzanych ze zbiorami jednoznacznosci (zbiory U). Sg to
takie zbiory, Ze zbiezno$¢ szeregu Fouriera poza nim do zera prowadzi do zero-
wania sie wspotczynnikéw. Te zbiory prowadza do badania wewnetrznej natury
obiektéw matematycznych, a takze pokazujg niespodziewane zwigzki miedzy
analiza matematyczna, teorig miary, teorig mnogosci, analiza funkcjonalng oraz
teorig liczb.

Opracowanie bazuje na wyzej wymienionych dwdch pracach Riemanna oraz wybranych opraco-
waniach i materiatach zrédtowych dotyczacych polskiej szkoly matematycznej.

MSC (2020): 01-02, 03-03, 01A55, 01A60, 01A72
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Sterowalnos$¢ dodatnich ukladéw na skalach czasowych

Zbigniew Bartosiewicz
Politechnika Biatostocka
e-mail: z.bartosiewicz@pb.edu.pl

Rozwazamy liniowy uktad sterowania na skali czasowej T zadany przez réwnanie
x® = Ax+Bu, gdzie x> jest delta-pochodna funkcji x, opisujacej stan uktadu. Dla
skali czasowej R réwnanie sprowadza si¢ do réwnania rézniczkowego x = Ax +
Bu, a dla skali Z otrzymujemy réwnanie réznicowe Ax(k) :=x(k+ 1) —x(k) =
Ax (k) + B(k). Uktad jest dodatni, jesli x(t) ma wszystkie skltadowe nieujemne
dla t > 0, nieujemnego stanu poczatkowego x(0) i nieujemnego sterowania
u. Dodatnia sterowalnos¢ (z zera) takiego uktadu oznacza, ze zbidér osiggalny
z zera pokrywa sie z nieujemnym stozkiem w przestrzeni stanéw, natomiast
istotna dodatnia sterowalno$¢ jest stabsza wlasnoscig polegajaca na tym, ze
zbidr osiagalny z zera jest gesty w stozku nieujemnym.

Dodatnia sterowalno$¢ jest bardzo restrykcyjna wtasnoscig dla uktadow
z czasem ciaglym (na skali R) oraz duzo mniej wymagajaca na skali Z. Poda-
my warunek konieczny i wystarczajacy na dodatnig sterowalno$¢ uktadu na
dowolnej skali czasowej. Bedzie on wyrazony przy pomocy pewnego subgra-
mianu zwigzanego z ukladem sterowania. Z tego warunku mozna otrzymac
skrajnie rozne charakteryzacje dodatniej sterowalnosci dla czasu ciggtego i czasu
dyskretnego.

Istotna dodatnia sterowalno$¢ réwniez ma rézne charakteryzacje na skali R
i na skali Z. Podobnie jak poprzednio, odpowiednio zdefiniowany subgramian
umozliwi jednolity opis tej wtasnosci na dowolnej skali czasowej. Pokazemy, jak
z tego opisu mozna wygenerowac charakteryzacje istotnej dodatniej sterowal-
nosci dla uktadéw na konkretnych skalach czasowych.

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr W/W1/2/2023 w Politechnice Biatostockiej
i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wtasciwego do spraw nauki.

MSC (2020): 93C28, 34N05
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Niestandardowe funkcje wykladnicze na skalach czaso-
wych i ich zastosowania

Jan Leszek Cieslinski
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: j.cieslinskia@uwb.edu.pl

Skalg czasowq nazywamy dziedzine (zbidr domkniety), na ktdrej okreslamy
funkcje oraz ich pochodne czy calki, a takze ukltady dynamiczne. Przypadkami
skrajnymi sg réwnania rézniczkowe (przypadek ciagly) oraz réznicowe (przy-
padek czysto dyskretny). Rozwazanie dowolnej skali czasowej pozwala wiec
na jednolite traktowanie przypadku cigglego i dyskretnego, q-analogéw oraz
wszystkich przypadkéw posrednich, w szczegdlnosci fraktalnych.

Moéwiac o funkcji wyktadniczej na skali czasowej zwykle ma sie na mysli
funkcje wyktadnicza delta, rzadziej stosowana jest funkcja wyktadnicza nabla
(obie te funkcje maja tez swoje dobrze znane g-analogi). Niestety, te standar-
dowe funkcje wykladnicze na ogdt nie odwzorowuja podzbioréw osi urojone;j
w okrag, co przeklada si¢ na niezbyt dobre wlasnosci powigzanych z nimi funkcji
trygonometrycznych na skalach czasowych. Zazwyczaj nie sa one ani okresowe,
ani nawet ograniczone.

W referacie zaprezentowane sg inne typy funkcji wyktadniczych, prowadza-
cych do funkgji trygnonometrycznych o znacznie lepszych witasnosciach (np.
suma kwadratéw sinusa i cosinusa wynosi jeden), zwigzane z symetrycznymi
przyblizeniami Padégo [3]. Najprostszym, ale zarazem najwazniejszym, jest
przypadek przypominajacy transformate Cayley’a [2, 4].

Wazna motywacja tego podejscia jest powigzanie uktadéw dynamicznych na
dyskretnych skalach czasowych z metodami numerycznymi. W tym kontekscie
réwnania pierwszego rzedu typu delta i nabla odpowiadaja metodom Eulera
(otwartej i zamknietej), a inne schematy numeryczne prowadza do innych
réownan na skalach czasowych, ktérych rozwigzaniami sg inne typy funkcji
wyktadniczych.

W przypadku ciggtym Sciste rozwigzania réznych réwnan dosc¢ czesto zbudo-
wane sg z funkcji wyktadniczych czy trygonometrycznych. W referacie podane
zostang analogiczne przyktady Scistych rozwigzan dla réwnan na skalach czaso-
wych, poczynajac od réwnan liniowych o statych wspétczynnikach, jak oscylator
harmoniczny.

Ciekawym przypadkiem sa catkowalne réwnania rézniczkowe czastkowe,
gdzie rozwigzania solitonowe wyrazajg sie poprzez funkcje wyktadnicze. Moz-
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na by sie spodziewa¢, ze analogi tych réwnan na skalach czasowych takze
beda posiadac tego typu rozwigzania. Potwierdza to przyktad réwnania sinusa-
Gordona, zwiazanego z powierzchniami pseudosferycznymi [1, 5]. Co ciekawe,
w zagadnieniu tym przydaje sie zaréwno funkcja wyktadnicza delta (na etapie
konstrukeji tzw. pary Laxa), jak i funkcja wyktadnicza Cayley’a (przez ktdra
wyraza sie rozwigzanie solitonowe).
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Rownania momentéw dla rozwiazan homograficznego
rownania réznicowego z losowymi wspdétczynnikami

Tomasz Czyzycki
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: tomczyz@math.uwb.edu.pl

Celem referatu jest zaprezentowanie metody badania stabilnosci rozwigzan ho-
mograficznego réwnania réznicowego z losowymi wspoétczynnikami, zaleznymi
od tancucha Markowa. Poniewaz rozwiazania takiego réwnania sg zmiennymi
losowymi, badanie ich stabilnoéci oprzemy o analize wtasnosSci ich momentéw
pierwszego oraz drugiego rzedu. Momenty te spetniaja odpowiednie determi-
nistyczne réwnania rekurencyjne, wynikajace z postaci badanego réwnania
homograficznego z losowymi wspétczynnikami. Stabilno$¢ czy zbieznos¢ roz-
wigzan tych réwnan deterministycznych gwarantuje stabilno$¢ czy zbiezno$¢
momentdéw, co okresla charakter i wlasnosci rozwigzan badanego réwnania.
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W referacie zostang wyprowadzone oraz rozwigzane réownania momentow,
zbadana ich stabilno$¢ a takze zaprezentowane bedq wyniki symulacji kom-
puterowych, pokazujace zgodnos¢ zachowania rozwigzan réwnan momentéow
z rozwigzaniami wyj$ciowego réwnania.

Wystapienie zostato przygotowane na podstawie pracy [1].
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Krzywizna par dynamicznych a punkty sprzezone w row-
naniach rézniczkowych i ukladach sterowania

Bronistaw Jakubczyk
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
e-mail: b.jakubczyk@impan.pl

Wspétautorzy: Wojciech Krynski (Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk)

W referacie wprowadzimy pojecie pary dynamicznej sktadajacej sie z pola wek-
torowego X (dryfu) oraz dystrybucji V rozpietej przez skonczong liczbe pdl
wektorowych modelujacej zaburzenia (wariacje trajektorii pola X lub kieru-
nek impulséw sterujacych). Takie pary opisuja w szczegdlnosci uktady réwnan
rézniczkowych 2-go rzedu, w tym réwnania Eulera-Lagrange’a w fizyce, row-
nania geodezyjnych w geometrii riemannowskiej i finslerowskiej a takze klasy
regularnych uktadéw sterowania. Zdefiniujemy krzywizne pary dynamicznej
uogdlniajaca krzywizny wystepujace w geometrii rozniczkowej i w réwnaniu
Jacobiego. Z uzyciem tej krzywizny sformutujemy kryteria na istnienie punktéw
sprzezonych na trajektorii pola X (punktéw do ktérych powracaja trajektorie
zaburzone) i kryteria na ich nieistnienie (,,ujemna” krzywizna). Wspomnimy
o réwnowaznoéci par dynamicznych i innych niezmienniczych pojeciach z tym
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zwigzanych jak pochodna kowariantna i koneksja. Referat oparty jest na ar-
tykule [2] a ogdlniejsza klasa par dynamicznych i ich niezmiennikéw zostata
opisana w [1].
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Warunki optymalno$ci wyzszych rzedéw w geometrii sub-
riemannowskiej

Michat Jé6zwikowski
Uniwersytet Warszawski
e-mail: m.jozwikowski@mimuw.edu.pl

Rozmaitos¢ subriemannowska to rozmaito$¢ riemannowska (M, g) wyposazo-
na w dodatkowa strukture — catkowicie nieholonomiczna dystrybucje liniowa
(podwiazke wiazki stycznej) D ¢ TM. W tym kontekScie, traktujac D jako
wiezy liniowe natozone na predkosci, mozna rozwaza¢ problem minimalizacji
dtugosci/energii krzywej. Jest to naturalne uogdlnienie klasycznego problemu
geodezyjnego z geometrii riemannowskie;j.

Pomimo prostoty sformutowania, problem opisu, a w szczegdlnosci regular-
nosci, geodezyjnych na rozmaitoSciach subriemnnowskich pozostaje otwarty od
ponad 35 lat. Jest tak z powodu wystepowania tak zwanych krzywych anormal-
nych — specjalnych z punktu widzenia geometrii wigzki D.

Podczas wystgpienia opowiem uzyskanych przeze mnie w rezultatach o geo-
dezyjnych anormalnych [1], a takze o pewnych jeszcze niepublikowanych wyni-
kach na temat.

MSC (2020): 53C17, 49K15
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Dlugoterminowy wzrost gospodaczy a zachowanie kapi-
talu naturalnego

Marta Kornafel
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
e-mail: marta.kornafel@uek.krakow.pl

Naturalnym pytaniem, ktére nasuwa sie przy probie modelowania wzrostu
gospodarczego z uwzglednieniem koniecznosci zachowania kapitatu natural-
nego (rozumianego jako ustugi ekosystemowe), jest kwestia integracji celéw
ekonomicznych z ograniczeniami srodowiskowymi oraz dazenie do znalezie-
nia réwnowagi, w ktorej postep gospodarczy nie prowadzi do wyczerpania ani
degradacji ustug ekosystemowych, niezbednych dla przysztego dobrobytu.

W referacie zaprezentowany zostanie model wzrostu gospodarczego inspiro-
wany modelem Koopmansa-Cassa, ktory uwzglednia dynamike kapitatu natu-
ralnego z jego krytycznym progiem i pojemnoscia sSrodowiskowq oraz naktady
inwestycyjne na jego ochrone. Rozwaza¢ bedziemy maksymalizacje uzyteczno-
$ci skumulowanej w czasie zycia, ktorej jednym ze sktadnikéw jest dobrostan
wynikajacy z korzystania z ustug ekosystemowych, oraz przeanalizujemy opty-
malne trajektorie wynikajace z modelu. Podejmiemy réwniez problem mozli-
wosci podtrzymania dlugofalowego wzrostu gospodarczego przy jednoczesnym
zachowaniu kapitalu naturalnego.

MSC (2020): 34HO05

Optymalne oszacowania zbiezno$ci energii do zera
w nieliniowych uktadach typu hiperbolicznego w przy-
padku superliniowego i podliniowego tlumienia

Irena Lasiecka

University of Memphis
e-mail: lasiecka@memphis.edu
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Wspétautorzy: Ling He (University of Memphis)

Abstrakeyjny uktad nieskonczenie wymiarowy typu hiperbolicznego z nielinio-
wymi wymuszeniami i thumieniami bedzie rozwazany. Gléwnym tematem sg
stabe rozwigzania oraz zbiezno$¢ energii do zera przy wystepowaniu ttumienia
i nieliniowych wymuszen. Jest znanym faktem, ze eksponencjalna zbieznos¢
jest typowa przy liniowych tlumieniach. Okazuje sie, ze superliniowe thtumienie
(intuicyjnie silniejsze od liniowego) prowadzi do paradoksu zamanifestowanym
kompromisem zbieznoSci. Podobna jest sytuacja przy podliniowych ttumieniach.
W obu wypadkach otrzymuje sie tylko algebraiczne oszacowania na zbieznos¢.
Otrzymane rezultaty sg optymalne oraz zilustrowane zastosowaniami w ukta-
dach nieliniowych fal i nieliniowych ptyt.

Metodologia jest oparta na pracach Lasiecka-Tataru [2] oraz Chueshov-La-
siecka [1].

MSC (2020): 35B40, 35B45
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Analiza stabilnosci ukladéw niecatkowitego rzedu z ope-
ratorami typu Caputo z czasem dyskretnym i opoznienia-
mi

Dorota Mozyrska

Politechnika Bialostocka
e-mail: d.mozyrska@pb.edu.pl

Wspétautorzy: Matgorzata Wyrwas (Politechnika Bialostocka)

W tej pracy omoéwimy badania dotyczace stabilnosci rozwigzan réwnan z cza-
sem dyskretnym oraz operatorem niecatkowitego rzedu a takze z opdznieniem.
Inspiracja do tego podejscia jest rosnace znaczenie modeli niecatkowitego rzedu
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w opisie zlozonych systemoéw, ktére maja pamie¢. Rozwazone zostang uktady
z operatorami typu Caputo o stalym oraz o zmiennym rzedzie. Dodatkowo
do uktadu wprowadzimy opdznienie state lub roztozone w czasie. Dodatkowo
przedstawione zostang symulacje numeryczne, ktére pokaza, jak niecatkowity
rzad i opdznienia wpltywajq na zachowanie uktadu, [1].

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr W/W1/2/2023 w Politechnice Bialostockiej
i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wlasciwego do spraw nauki.
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Linearyzacja mechanicznych systemoéw sterowania

Marcin Nowicki
Politechnika Poznanska
e-mail: marcin.nowicki@put.poznan.pl

Rozwazamy problem linearyzacji mechanicznych systeméw sterowania zacho-
wujacej strukture mechaniczng ukltadu w dwdéch wariantach: mechanicznej
linearyzacji przestrzeni stanéw oraz mechanicznej linearyzacji przez sprzezenie
zwrotne. Sformutujemy warunki konieczne i dostateczne, wyrazone wylacznie za
pomocya obiektéw zdefiniowanych na przestrzeni konfiguracyjnej Q, pomimo ze
przestrzenig stanéw uktadu mechanicznego jest wigzka styczna TQ. W odréznie-
niu od klasycznej linearyzacji ogélnych uktadéw nieliniowych, jej mechaniczna
wersja umozliwia sformutowanie warunkéw zaréwno dla uktadéw sterowalnych,
jak i niesterowalnych.

W naszych badaniach wykorzystujemy narzedzia geometrii rézniczkowej,
takie jak nawiasy Liego, dystrybucje, pochodne kowariantne oraz tensor krzywi-
zny Riemanna, ktore posiadaja bezposrednig interpretacje mechaniczng. Nasze
wyniki ilustrujemy przyktadami linearyzowalnych systeméw mechanicznych.

Wystgpienie opiera sie na wynikach opracowanych wspolnie wraz z pro-
fesorem Witoldem Respondkiem (Politechnika 1.6dzka oraz INSA de Rouen
Normandie).
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Plaskie wyjs$cia nieliniowych ukladéw sterowania z syme-
triami

Witold Respondek
Politechnika tL.odzka
e-mail: witold.respondek.1@p.lodz.pl

Nieliniowy uktad sterowania
x=F(x,u), x€X, ueU,

gdzie X i U sg otwartymi podzbiorami, odpowiednio, R" i R™ (ogdlniej, n- i m-
wymiarowq rozmaitoscig) nazywamy ptaskim (flat), zob. [1], jezeli lokalnie
istnieje m funkcji h; = h;(x,u, 14, ... ,ul™), 1 <i<m, liczba catkowita s > 0 oraz
gtadkie odwzorowania y i 6 takie, ze

x=y(hh,...,h® DY)  oraz  u=5&(h,h,...,h?)

dla kazdego gtadkiego sterowania u(t) i wzdtuz odpowiadajacej mu trajektorii
x(t). Odwzorowanie h = (h,...,h,,) nazywamy ptaskim wyjsciem.

W referacie bedziemy analizowaé nastepujace pytanie postawione przez
Rouchon et al [3, 4]: jezeli ptaski uklad sterowania dopuszcza grupe symetrii,
to czy rowniez posiada ptaskie wyjscia zachowywane przez teze grupe?

Bedziemy zajmowac sie uktadami liniowymi wzgledem sterowania, tzn.

postaci
m

A x= Zul—gl—(x).

i=1
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Oznaczmy przez ¢ = span{g,..., g, dystrybucje rozpieta przez pola wek-
torowe g;. Rozwazmy dziatanie ¢ : ' x X — X grupy Liego I' na rozmaito$ci
X idlakazdego y €T oznaczmy przez &, : X — X dyfeomorfizm &.(-) = &(y, ).
Powiemy, ze ® definiuje grupe symetrii uktadu A lub, ze T jest grupa symetrii
ukfadu A, jezeli dla kazdego y € T' dyfeomorfizm &, € T' jest symetrig dystrybucji
9, tzn.

(@,),9=9.

Naturalne jest nastepujace pytanie, postawione przez Rouchon et al [3, 4]. Czy
ptaski uktad A, dla ktérego T jest grupg symetrii poprzez dziatanie ¢, posiada
ptaskie wyjscie h = (hy,...,h,) zgodne z dzialaniem I'? Ta ostania wtasno$¢
oznacza istnienie dzialania p : T x Y — Y grupy I' na przestrzeni Y = R™
warto$ci odwzorowania h = (h;(x),...,h,(x)) takiego, ze

p, () =h(®,).

Oméwimy rozwigzanie problemu dla 3-wymiarowych uktadéw z dwoma
sterowaniami zaproponowane w [2]. Podamy pelna charakteryzacje istnienia
I'-zgodnych ptaskich wyjs¢ w terminach fundamentalnych pdl wektorowych
dziatania grupy. Bazujac na tej charakteryzacji podamy przyktady I'-zgodnych
wyjs¢ dla ptaskich uktadow z 3 stanami i 2 sterowaniami i, co najwazniejsze,
odpowiemy na pytanie Rouchon et al [3, 4].

MSC (2020): 93B27, 93B17, 93B18, 93C10, 57S15, 57517
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Jednorodna aproksymacja nieliniowych uktadéw stero-
wania: podejScie algebraiczne

Grigorij Sklyar
Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny w Szczecinie
e-mail: gsklyar@zut.edu.pl

Wspolautorzy: Svetlana Ignatovich (Charkowski Uniwersytet Narodowy im. Karazina)

W r. 1979 M. Fliess zaproponowat zastosowanie catek Chena do opisu nielinio-
wych uktadéw sterowania afinicznych wzgledem sterowania w otoczeniu punktu
réwnowagi. W tym podejsciu trajektoria uktadu startujaca z punktu réwnowa-
gi jest reprezentowana przez szereg iterowanych catek (nieliniowe momenty
potegowe), ktére uogolniajg klasyczne momenty do przypadku nieliniowego.
Wspotczynnikami szeregu sg state wektory, ktore zalezg od pochodnych w punk-
cie rownowagi pol wektorowych definiujacych uktad. Szeregi te mozna traktowac
jako uogdlnienia szeregu Taylora dla funkcji wektorowej. Podobnie jak szereg
Taylora, szeregi nieliniowych momentéw potegowych mozna wykorzystywac
do celéw aproksymacji; prowadzi to do pojecia jednorodnej aproksymacji ukta-
du. Gléwna zaleta szeregdw momentéw potegowych wynika z faktu, ze takie
szeregi tworzg wolng algebre tgczng. To pozwala na stosowanie i rozwijanie
algebraicznych narzedzi, co okazato sie obiecujace dla praktycznego, z wyko-
rzystaniem komputeréw, znajdywania jednorodnych aproksymacji nieliniowych
uktadow sterowania. W szczego6lnosSci, w ramach tego podejscia mamy gtéwnie
do czynienia z wektorami zamiast funkcjami wektorowymi i dlatego wystarczy
uzywac liniowych, algebraicznych i kombinatorycznych operacji. Gléwna czesc
wyktadu bedzie sktada¢ sie z wynikéw badan prowadzonych przez S. Skyara
i S. Ignatovich w ciggu ostatnich 25 lat.

MSC (2020): 93C10
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Wilasnosci dwuszczepowego modelu dengi z wertykalna
transmisja

Urszula Skwara
Uniwersytet Warszawski
e-mail: urszulaskwara@mimuw.edu.pl

Denga jest choroba wirusowa przenoszong na ludzi poprzez ukaszenia zakazo-
nych komaréw z gatunku Aedes aegypti lub rzadziej Aedes albopictus. Zgodnie
z danymi Swiatowej Organizacji Zdrowia [2] potowa populacji $wiata jest na-
razona na denge. Szacuje sie, ze kazdego roku odnotowuje sie od 100 do 400
milionéw zakazen. Denga wystepuje gléwnie na obszarach klimatu tropikalnego
i subtropikalnego, jednakze ze wzgledu na zmiany klimatyczne oraz rosnaca
mobilnos¢ przypadki tej choroby byly réwniez obserwowane w ostatnich latach
w Europie. Wirus denga wystepuje w czterech typach serologicznych: DENV-1,
DENV-2, DENV-3 i DENV-4. Zakazenie jednym szczepem wirusa nie daje trwalej
odpornosci na pozostate. Ponadto wtérna infekcja innym szczepem jest zwigzana
z ryzykiem wystapienia goraczki krwotocznej i zespotu wstrzasu, co w wiek-
szos$ci przypadkéw konczy sie hospitalizacjg. Wirus dengi moze by¢ réwniez
przenoszony z zakazonych samic komaréw na larwy. Taki rodzaj przenoszenia
wirusa jest nazywany wertykalng transmisja.

W pracy [1] zostatl zaproponowany dwuszczepowy model dengi opisujacy
dynamike przenoszenia tej choroby zaréwno w populacji ludzi jak i w populacji
komaréw z uwzglednieniem wertykalnej transmisji w populacji komaréw. Ze
wzgledu na nietypowe wilasnosci zaproponowanego modelu zostata wprowa-
dzona jego modyfikacja. Oméwimy wtasnosci tak zmodyfikowanego modelu
zwiazane z wyznaczeniem wspotczynnika reprodukeji epidemii oraz stabilno-
$cig punktéw réwnowagi. Wyniki analityczne zostaly uzupetione symulacjami
numerycznymi. Opowiemy réwniez o innych modyfikacjach zaproponowanego
modelu i konsekwencjach wynikajacych z tych modyfikacji.

MSC (2020): 37N25
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Algebraiczne warunki osiggalnosci nieliniowych ukladow
sterowania z czasem dyskretnym

Malgorzata Wyrwas
Politechnika Biatostocka
e-mail: m.wyrwas@pb.edu.pl

Wspotautorzy: Zbigniew Bartosiewicz (Politechnika Biatostocka), Arvo Kaldmée (Politechnika
w Tallinie), Ulle Kotta (Politechnika w Tallinie)

Oméwiony zostanie problem osiggalnosci analitycznych nieliniowych uktadéw
sterowania z czasem dyskretnym, okreslonych przez réwnania réznicowe. Ba-
zujac na pracy [1], przedstawione i omdéwione zostang warunki konieczne
i wystarczajace osiagalnosci w punktach statych odwzorowan zwigzanych z roz-
wazanymi uktadami. Warunki te wyrazone sa w jezyku idealéw kietkéw funkcji
analitycznych oraz modutéw kietkéw jednoform niezmienniczych wzgledem ope-
ratoréw przesuniecia zwigzanych z rozwazanym ukltadem w przestrzeni standw.
Prezentowane wyniki stanowig rozszerzenie rezultatéw uzyskanych w pracy
[1]. Pokazemy, Ze zaprezentowane metody umozliwiaja badanie osiggalnosci
w wybranych punktach i wykraczajg poza dotychczas znane podejscia, oparte
na polach wektorowych oraz podprzestrzeniach jednoform rézniczkowych.

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr W/W1/2/2023 w Politechnice Biatostockiej
i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wtasciwego do spraw nauki.
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| Matematyczne aspekty hiperzespolonych sieci
neuronowych

Ograniczone maszyny Boltzmanna dla danych o warto-
Sciach zespolonych

Maciej Jaworski
Politechnika Krakowska
e-mail: maciej.jaworski@pk.edu.pl

Popularne ostatnimi czasy modele generatywne, takie jak GAN czy Stable Diffu-
sion, osiggaja wysokg jakos¢ generowanych danych, lecz sg trudne w trenowaniu
i czesto brakuje im interpretowalno$ci. W przeciwienstwie do nich, Ograniczone
Maszyny Boltzmanna (RBM) [4], cho¢ o mniejszych mozliwosciach, oferujq
prosta i dobrze rozumiang strukture probabilistyczng. Modeluja bezposred-
nio rozklad Boltzmanna mozliwych stanéw sieci, a ich trening oparty jest na
minimalizacji funkcji energii.

W pracy prezentujemy rozszerzenie sieci RBM do przestrzeni zespolonej
(complex-valued RBM, cvRBM) [2], w ktorej wejscia, wagi i biasy warstwy
wejsciowej sa liczbami zespolonymi.

Model cvRBM
Standardowa energia w sieci RBM dana jest wzorem:

E(v,h)=—vIWh—bTv—cTh,

gdzie v i h to odpowiednio warstwy widzialna i ukryta sieci, W to macierz wag
faczacych neurony obu warstw, a b i ¢ to wektory biaséw dla warstw v i h.
W wersji zespolonej, by energia pozostata rzeczywista, definiujemy:

E(v,h)=—% (vTWh) —R (b"rv) —cTh
Przy oznaczeniach:
v=RMW)+i3(v), W=R(W)+i3(W), b=R(b)+i3(b)
otrzymujemy:

E(v,h) = =)' R(W)h—3(v)" S(W)h—R(D) ' R(v)—3(b) 5(v)—c"h
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czyli model ekwiwalentny do dwéch potaczonych sieci RBM z dzieleniem infor-
macji na komponent rzeczywisty i urojony.

Eksperymenty
Badania przeprowadzono na zbiorze MNIST. W wersji klasycznej uzyto orygi-
nalnych obrazéw, natomiast w cvRBM dane wejsciowe to v = x + iy, gdzie x to
obraz, a y to wynik filtru Sobela.

Do uczenia zastosowano algorytm Contrastive Divergence (CD-1) [1], 300
epok, rézne liczby neuronéw ukrytych (20-220). Poréwnano btad rekonstrukeji
i wygenerowane prébki. Wyniki wstepne pokazuja, ze cvRBM uchwytuje osigga
dokltadnosci poréwnywalne z klasyczna sieciag RBM.

Dalsze kierunki badan
Badania wykonane w ramach pracy mogg zosta¢ poszerzone w wielu interesuja-
cych kierunkach:

* alternatywne funkcje energii (np. z pelnym sprzezeniem hermitowskim),
* zastosowanie do innych danych (fizycznych, kwantowych),

* rozszerzenie do gaussowskich sieci cvRBM [3].

MSC (2020): 62M45, 68T07
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Sieci hiperzespolone w przewidywaniu szeregéw czaso-
wych opisujacych notowania gieldowe

Radostaw Antoni Kycia
Politechnika Krakowska
e-mail: kycia.radoslaw@gmail.com

Wspétautorzy: Agnieszka Niemczynowicz (Politechnika Krakowska)

W referacie przedstawimy wykorzystanie hiperzespolonych sieci neuronowych
w predykcji szeregéw czasowych. Przykltadem ktérym sie postuzymy jest przewi-
dywanie przyszlych wartosci szeregdw czasowych opisujacych akcje na gietdzie.
Hiperzespolone sieci neuronowe w poréwnaniu do klasycznych cechujg sie
mniejszq liczbg parametréw podlegajacych uczeniu przy podobnej doktadno-
Sci przewidywania. Pozwala to efektywnie wykorzystywa¢ zasoby komputera.
Prezentacja bedzie oparta na publikacji [1].

MSC (2020): 62M45, 62M10
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[1] R. Kycia, A. Niemczynowicz, 4D hypercomplex-valued neural network
in multivariate time series forecasting, Sci Rep 15, 23713 (2025),
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Hiperzespolone sieci neuronowe: aktualny stan wiedzy
i perspektywy rozwoju

Agnieszka Niemczynowicz
Politechnika Krakowska
e-mail: a.niemczynowicz@pk.edu.pl

Hiperzespolone sieci neuronowe (HVNN, ang. Hypercomplex-valued Neural Net-
works) stanowig intensywnie rozwijajacy sie obszar badan, ktéry rozszerza
klasyczne (rzeczywiste) sztuczne sieci neuronowe na wyzsze systemy liczbowe,
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takie jak liczby zespolone, kwaterniony czy oktoniony. Tego rodzaju architektury
oferuja szereg unikalnych zalet, w tym mozliwo$¢ efektywnego przetwarzania
danych wielowymiarowych, zachowania informacji o fazie i amplitudzie sygnatu,
a takze redukcji ztozono$ci modeli poprzez wspdtdzielenie parametréw.

Niniejszy wyktad stanowi kompleksowe oméwienie aktualnego stanu wie-
dzy w zakresie hiperzespolonych sieci neuronowych, obejmujac ich podstawy
matematyczne, rozwigzania architektoniczne oraz kluczowe obszary zastoso-
wan. Przedstawione zostana réwniez gtéwne wyzwania badawcze zwiazane
z dalszym rozwojem tej tematyki. Szczegdlny nacisk potozono na rosnacy po-
tencjal HVNN jako zaawansowanego narzedzia we wspédtczesnych kierunkach
uczenia maszynowego oraz na konieczno$¢ kontynuowania prac teoretycznych
i wdrozeniowych w tym zakresie.

MSC (2020): 68T07, 15A66, 68T05, 68T99
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Struktury regresji zespolonej

Dariusz Partyka

Katolicki Uniwersytet Lubelski

Panstwowa Akademia Nauk Stosowanych w Chelmie
e-mail: dariusz.partyka@kul.pl

Wspdtautorzy: Agnieszka Szumera (Panistwowa Akademia Nauk Stosowanych w Chelmie)
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W pracach [1] i [2] podjeto probe zunifikowania badan nad zagadnieniami
regresji poprzez koncepcje struktur regresji R := (A, B, §;x,y), gdzie

(i) AiB sa zbiorami niepustymi;
(i) x: 9, - Aiy: Q, — B dla pewnych zbioréw niepustych Q; i Q,;
(iii) &:(Q; — B) x (2, — B) — R, gdzie R := RU {—00,+00}, za$ symbol
(X — Y) oznacza rodzine wszystkich funkcji okreslonych na zbiorze X
i o wartos$ciach w zbiorze Y.

Zbidér F nazywa sie modelem funkcyjnym struktury R, gdy & C (A — B). Sktado-
we x, y i 6 struktury R oraz jej model funkcyjny & majq nastepujaca interpre-
tacje:

* 7 jest teoretycznym modelem funkcyjnym obserwowanego zjawiska, tzn.
rodzina & sklada sie ze wszystkich funkcji opisujacych teoretycznie badane
zjawisko;

* x iy safunkcjami danych empirycznych uzyskanych na podstawie pomiaréw
obserwowanego zjawiska;

* § jest kryterium odchylenia funkgcji teoretycznych od danych doswiadczal-
nych reprezentowanych przez funkcje x i y.

Problem regresji dla modelu funkcyjnego % wzgledem struktury regresji R
polega na wyznaczeniu optymalnych funkcji teoretycznych f, € &, ktdre sa
najlepiej dopasowane do danych empirycznych, reprezentowanych przez funkcje
x iy, ze wzgledu na kryterium odchylenia 6. Prowadzi to do zagadnienia
ekstremalnego badania rodziny Reg(Z, k) ztozonej ze wszystkich funkcji f, €
minimalizujacych funkcjonat

F>f—-56(fox,y)eR.

Takie funkcje f, nazywane sg funkcjami regresji w & ze wzgledu na strukture
regresji ‘R.

Referat ma na celu przeglad wynikéw dotyczacych struktur regresji zespolo-
nych, czyli przypadku, gdy B = C. Rozpatrywanymi modelami funkcyjnymi &
sa rodziny funkcji zespolonych tworzacych strukture przestrzeni liniowych nad
ciatem liczb zespolonych, za$ kryterium odchylenia § jest oparte na klasycznej
metodzie najmniejszych kwadratéw. W szczegoélnosci rozwazane sg probabili-
styczne struktury regresji, gdzie kryterium & jest okre$lone za pomoca miary
probabilistycznej, por. [3].

MSC (2020): 62J02, 00A71
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| Rachunek prawdopodobienstwa i jego synergie

Niegaussowskie granice dla pewnych funkcjonaléw geo-
metrycznych dla otoczek wypuklych generowanych przez
dwa niezalezne spacery losowe

Wojciech Cygan
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: wojciech.cygan@uwr.edu.pl

Niech L, oznacza obwdd otoczki wypuklej wygenerowanej przez wszystkie
punkty nalezace do trajektorii dwéch niezaleznych spaceréw losowych w R? do
chwili n, ktérych przyrosty maja skonczone drugie momenty. Dla wiekszoSci
konfiguracji wektoréw dryfu tych spaceréw wiadomo, ze scentrowany i prze-
skalowany obwdd zbiega wedtug rozktadu do zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym. W tym referacie przedstawimy interesujace pozostate przypadki,
gdy graniczne zmienne losowe nie maja rozktadu normalnego.

Jesli oba spacery maja identyczne, niezerowe wektory dryfu, wéwczas omo-
wimy nastepujacy wynik:

L,— E[Ln] distr.

‘/ﬁ n—,oo

W przypadku, gdy jeden ze spaceréw ma zerowy dryf, a drugi dryf niezerowy,
otrzymujemy nastepujacy wynik:

L, —E[Ln] distr.

ﬁ n—,oo

caltka Ito.

rozktad normalny + rozktad niegaussowski.
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Innym interesujacym nas obiektem geometrycznym opisujagcym rozmiar
badanej przez nas otoczki wypuklej jest jej Srednica. Niech teraz D, oznacza
srednice otoczki wypuktej wygenerowanej przez trajektorie dwoch niezaleznych
spaceréw losowych w R? do chwili n, ktérych przyrosty maja skonczone drugie
momenty. W tym wypadku omdéwimy nastepujaca zbieznos¢:

D, — E[Dn] distr.
ﬁ n— o0

W wielu przypadkach nie jest to rozktad normalny, ale w niektdrych szczegdlnych
przypadkach granica ta ma rozktad normalny.

W trakcie wystapienia przedstawimy szczegdtowo wyzej wspomniane zbiez-
nosci oraz odpowiednie obiekty graniczne oraz oméwimy krétko nasze podejscie,
ktdre opiera sie na wielowymiarowym odpowiedniku twierdzenia granicznego
Wald’a dla maksimum w potaczeniu z technika aproksymacji w L? bazujaca na
uzyciu réznic martyngatowych.

granica typu maksimum.

Referat oparty jest na pracy wspdlnej z: Andrew Wade, Mo Dick Wong (Durham University) oraz
Tomislav Kralj, Nikola Sandri¢, Stjepan Sebek (University of Zagreb).

MSC (2020): 60G50, 60D05, 60F15, 60J65, 52A22

Statystyka matematyczna a statystyka kwantowa. Strate-
gie bayesowska i minimaksowa

Andrzej Luczak
Uniwersytet L.odzki
e-mail: andrzej.luczak@wmii.uni.lodz.pl

W statystyce matematycznej gtéwnym obiektem badan jest rodzina {P, : 6 € ©}
rozktadéw prawdopodobienstwa na pewnej przestrzeni mierzalnej (Z,2(). W sta-
tytyce kwantowej takim obiektem jest rodzina {py : 6 € ©} stanéw na pewnej
algebrze operatoréw opisujgcej obserwable badanego uktadu kwantowego. Na-
szym zadaniem jest okreslenie w mozliwie najlepszy sposéb, ktory z rozktadow
(stanéw) jest tym rzeczywistym. Podstawowymi podej$ciami sa tutaj podejscie
bayesowskie i minimaksowe. W referacie oméwione bedg oba te podejscia ze
szczegolnym uwzglednieniem specyfiki , kwantowej”.

MSC (2020): 81P18, 62C05
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Od nieréwnosci Dooba do oszacowan zwiazanych z ope-
ratorem Hardy’ego

Michat Strzelecki
Uniwersytet Warszawski
e-mail: michalst@mimuw.edu.pl

Klasyczny operator Hardy’ego zadany jest wzorem

Hf(t)Z%J f(s)ds, t=0,
0

dla lokalnie catkowalnych funkgcji f : [0, 00) — R. Do znalezienia jego normy na
przestrzeni LP([0, 00)), 1 < p < 0o, mozna uzy¢ nieréwnosci Dooba.

W moim referacie opowiem, jak w podobny sposéb mozna udowodni¢ inne
oszacowania zwigzane z operatorem Hardy’ego — przypomne pochodzacy od
Burkholdera dowdd nieréwnosci Dooba, a nastepnie wyjasnie, jak wykorzystac
go do wyprowadzenia interesujacych nas oszacowan.

MSC (2020): 60G46, 26D10, 42B20, 46E30
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Rozklad Levy’ego-Khinchine’a dla grup kwantowych

Anna Wysoczanska-Kula
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: anna.kula@math.uni.wroc.pl

Znany od lat 30. XX wieku wzér L'evy’ego-Khinchine’a umozliwia klasyfikacje
procesow L'evy’ego na R" poprzez ich generatory. Co wiecej, pokazuje on, ze
generatory procesow L'evy’ego sg kombinacjami czesci ciaglych (gaussowskich)
i czesci skokowych. W moim wystapieniu oméwie pojecie proceséw Lévy’ego na
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zwartych grupach kwantowych oraz problem istnienia analogicznego rozktadu
dla ich generatoréw. Opowiem o dotychczasowych wynikach m.in. dla uniwer-
salnych grup kwantowych U} i OF [1], dla kwantowych deformacji grup SU(n)
([2, 4]) oraz o czesciowych rezultatach uzyskanych dla g-deformacji innych
grup Liego [3].

MSC (2020): 46L53, 46L67, 60G51
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| Rzeczywista geometria algebraiczna i teoria
osobliwosci

Twierdzenia o jednostajnej (retrakcyjnej) wymiernosSci
i ich zastosowania

Juliusz Banecki
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: juliusz.banecki@student.uj.edu.pl

W referacie opowiem o moich niedawnych wynikach dotyczacych jednostajnej
(rektrakcyjnej) wymierno$ci w geometrii algebraicznej, i ich zastosowaniach
w problemach aproksymacji. Wyniki te dotycza zaréwno przypadku rzeczywi-
stego, jak i zespolonego.

MSC (2020): 14M20
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Rzeczywista hipoteza jakobianowa przy niskich stopniach
sktadowych

Janusz Gwozdziewicz
Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie
e-mail: janusz.gwozdziewicz@uken.krakow.pl

Rzeczywista hipoteza jakobianowa to stwierdzenie, ze kazde odwzorowanie
wielomianowe plaszczyzny rzeczywistej w siebie o niegdzie nieznikajgcym wy-
znaczniku Jacobiego jest globalnym dyffeomorfizmem. Okazata sie falszywa.
Zachodzi jednak jesli zatozy¢, ze stopnie sktadowych sg dostatecznie niskie.
Opowiem o pierwszym nierozstrzygnietym przypadku gdy obie sktadowe maja
stopien 6.

MSC (2020): 14R15
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Skoki liczb Milnora w liniowych deformacjach osobliwosci

Tadeusz Krasinski
Uniwersytet Lodzki
e-mail: tadeusz.krasinski@wmii.uni.lodz.pl

Wspétautorzy: Aleksandra Zakrzewska (Uniwersytet £.6dzki)

Skokiem liczby Milnora izolowanej osobliwosci zespolonej f, nazywamy mini-
malna niezerowa réznice miedzy liczbami Milnora f; i jej dowolnej deformacji
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f;- W referacie oméwie rezultaty o skokach liczb Milnora w klasie szczegélnych
deformacji osobliwosci f,, — deformacji liniowych postaci f, = f, +sg.

MSC (2020): 32S05

Odwzorowania ciagte z algebraicznie konstruowalnymi
wykresami

Wojciech Kucharz
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: wojciech.kucharz@im.uj.edu.pl

Badamy odwzorowania miedzy rzeczywistymi zbiorami algebraicznymi. Klasa
odwzorowan ciaglych z algebraicznie konstruowalnymi wykresami jest znacznie
wieksza niz klasa odwzorowan regularnych. Udowodnimy jednak, ze te dwa
rodzaje odwzorowan maja podobne wlasnosci zwigzane z transformacjami cykli
algebraicznych.

MSC (2020): 14P05, 14P25

Twierdzenie typu Hartogsa dla odwzorowan o wykresie
algebraicznie konstruowalnym

Krzysztof Kurdyka
Université Savoie Mont Blanc
e-mail: kurdyka@univ-smb.fr

Opowiem o ostatnio uzyskanych, wspélnie z Wojciechem Kucharzem, wynikach
dla odwzorowan ciaglych o wykresie algebraicznie konstruowalnym. W szcze-
gblnosci dowodzimy, Ze ta wlasno$¢ wystarczy mie¢ w restrykcji do krzywych
algebraicznych nierozktadalnych. Podobny wynik otrzymali$my w pracy [1]
w przypadku funkcji Nash’a.

MSC (2020): 14P05, 14P25
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O nieregularnych liczbach Lojasiewicza II

Andrzej Lenarcik
Politechnika Swietokrzyska
e-mail: andrzej.lenarcik@gmail.com

Rozwazamy pierScien szeregéw zbieznych dwoéch zmiennych zespolonych. Kazdy
taki szereg definiuje lokalnie kietek funkcji analitycznej. Osobliwoscia nazywa-
my kietek znikajacy w zerze wraz z pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu.
Osobliwos¢ jest izolowana, gdy gradient funkcji ma zero izolowane w zerze.
Woéwczas norma gradientu jest lokalnie wieksza od iloczynu dodatniej statej
i normy argumentu podniesionej do pewnego dodatniego wyktadnika. Infimum
po wszystkich mozliwych takich wyktadnikach nazywamy lokalnym wyktadni-
kiem Lojasiewicza gradientu. Ploski [7] udowodnit, ze wyktadnik ten znajduje
sie w zbiorze

1

1
{1.2,3,3-,4,4
273

1 2
,45,45,5,...},

czyli jest postaci
b
N+—, abNe€Z, 0<b<a<N.
a

Garcia Barroso i Ploski [3] dostrzegli, ze nie kazda z podanych liczb jest reali-
zowana, jako wyktadnik Lojasiewicza gradientu. Z kolei w pracy [2], gdy do
zespotu dotaczyt T. Krasinski, wyjasniono, ze kazda liczba Lojasiewicza spetnia-
jaca dodatkowy warunek regularnosci a + b < N jest realizowana dla pewnej
osobliwosci niezdegenerowanej w sensie Kuochnirenki. To byto impulsem do
poszukiwania nieregulanych liczb f.ojasiewicza, takich ze a+ b > N (najmniejsza
taka liczbg okazalo sie 15%). Ponadto podano warunek konieczny, jaki musi
spelia¢ struktura osobliwo$ci z nieregularng liczbg Lojasiewicza gradientu wraz
z ciekawym przykladem liczby 169%, spelniajacej warunek konieczny, ktéra
jednak nie moze by¢ zrealizowana przez zadna osobliwo$¢. W styczniu 2025,
podczas XLV Konferencji i Warsztatéow ,,Geometria Analityczna i Algebraiczna”
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w Lodzi, autor referatu przypomniat czes¢ wynikéw z pracy [2] oraz wyjasnit
efekt, zwigzany z nieistnieniem osobliwosci realizujacych niektdre liczby Lojasie-
wicza spelniajace warunek konieczny, z pomoca tzw. drzew Eggersa-Ploskiego
([4, 5]). Drzewa te, bedace wariantem oryginalnej konstrukecji Eggersa [1],
otrzymywane sa w sposéb niezmienniczy za pomoca dystansu logarytmicznego
Ploskiego [6].

W przygotowywanym referacie autor przedstawi dalsze badania nieregular-
nych liczb Lojasiewicza.

MSC (2020): 32S05, 14H20
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Rekurencje Jeana dla dystrybucji Goursata revisited

Piotr Mormul
Uniwersytet Warszawski
e-mail: mormul@mimuw.edu.pl

MJj student Barttomiej Sikorski spisuje obecnie na czysto do swojej planowane;j
publikacji bardzo dobry wynik z niedawnej pracy magisterskiej. Dotyczacy osobli-
wosci pewnych dystrybucji geometrycznych (podwiazek w wigzkach stycznych
do rozmaitosci). Doktadniej — ciggdw wag nieholonomicznych dla dystrybucji
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generujacych tzw. specjalne multi-flagi, w geometrii algebraicznej znanych pod
nazwag ,flag Semple’a—Demailly’ego”. Obliczanych jedynie w najciekawszych
osobliwych punktach, w ktérych te dystrybucje sa silnie nilpotentne (ang. stron-
gly nilpotent). Jest to blisko zwigzane ze stratyfikacja osobliwos$ci specjalnych
multi-flag rozpoczeta w [2] i kontynuowang w [3].

Ciag wag to pierwsza i najpodstawowsza charakterystyka geometryczna
dystrybucji nieholonomicznej w danym punkcie. Koduje on proces wzrostu
w punkcie flagi Liego dystrybucji. Z kolei flaga Liego to najwazniejszy obiekt
w analizie nieholonomicznej, jednak niewystepujacy jawnie w samej definicji
specjalnych multi-flag. W istocie specjalne multi-flagi zaczyna sie bada¢ lokalnie
poprzez wyznaczanie ich ciggéw wag w réznych punktach.

Punktem wyjscia do badan Sikorskiego byto moje niedawne uzyskanie czesci
dawniejszych (obecnie juz klasycznych, [1]) rekurencji Jeana dla ciagéw wag
dystrybucji (tez klasycznych!) Goursata, na krotkiej, czysto algebraicznej drodze.
Okazuje sie, ze algebra liniowa w 2D szybko daje skomplikowane rekurencje
dla ciagdw wag, czyli wielkosci geometrycznych, co prawda tylko w osobliwych
punktach silnie nilpotentnych.

Jean uzywat w swojej pracy interpretacji kinematycznej dystrybucji Goursata
— traktoréw ciggnacych ,,pociagi” ztozone z wielu przyczepek. Jego rekurencje
siegaly wstecz do pociagéw krétszych o jedna i dwie przyczepki i zalezaty
tez od katéw miedzy przyczepkami. W dowodzie Jean mistrzowsko zonglowat
wielomianami trygonometrycznymi od wielu katéw.

Celem prezentacji na Forum jest przedstawienie tego algebraicznego skrétu
— jako wprowadzenie do glebokiego rezultatu Sikorskiego.

MSC (2020): 58A15, 58A17
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Stratyfikacje i opis przez termy nad cialami henselow-
skimi ze struktura analityczna, jednostajne parametryza-
cje Yomdina-Gromova

Krzysztof Jan Nowak
Uniwersytet Jagiellonski

e-mail: nowak@im.uj.edu.pl

Przedstawie (zob. [3]) pewna gladka stratyfikacje zbioréw i pewien opis przez
termy funkcji, ktére sa definiowalne nad ciatami henselowskimi (niekoniecznie
algebraicznie domknietymi, co stanowi catkowicie nowy rezultat) ze struktura
analityczng. Podstawowymi narzedziami sg eliminacja kwantyfikatoréw ciata
z waluacja, struktura termalna funkcji definiowalnych oraz pewna definiowalna
wersja kanonicznej desyngularyzacji Bierstone’a-Milmana, uzyskana w mojej
wczesniejszej pracy. Jako zastosowanie, przedstawie parametryzacje Yomdina—
Gromova w wersji jednostajnej ze wzgledu na rodziny definiowalne.

MSC (2020): 14B05, 14G22, 32545, 32560, 32B20, 32P05, 03C10, 03C98
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2025, 176, 103540.

O rafinacjach Glaesera

Wiestaw Pawlucki
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: wieslaw.pawlucki@uj.edu.pl

Przypomne definicje pojecia rafinacji Glaesera, jego wlasnosci i zastosowania.

MSC (2020): 54C60

Formula Milnora osobliwosci kwazi-zwyczajnych

Adam Rozycki
Uniwersytet Lodzki
e-mail: adam.rozycki@wmii.uni.lodz.pl

Znana jest formuta Milnora wyrazajaca liczbe Milnora osobliwosci krzywych
nierozkladalnych w terminach jej par charakterystycznych [3]. Liczby Lé stano-
wig uogdlnienie liczby Milnora na przypadek osobliwosci nieizolowanych [2].
Podejmujemy probe wyrazenia liczb Lé osobliwosci kwazi-zwyczajnych [1]
o jednowymiarowym zbiorze punktéw krytycznych w terminach jej par charak-
terystycznych.

MSC (2020): 32525, 14J17
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Problemy aproksymacyjne w geometrii algebraicznej

Karolina Zajac
Uniwersytet Jagiellonski
e-mail: karolina.w.zajac@doctoral.uj.edu.pl

Powszechnie znane twierdzenie Stone’a-Weierstassa daje mozliwo$¢ jednostajne;j
aproksymacji dowolnej funkcji ciagltej na zbiorze zwartym za pomoca wielo-
mianéw. Na ogdét jednak staje sie to niemozliwe, jezeli przestrzen docelowa
zastagpimy pewnym zbiorem algebraicznym, nawet tak prostym jak sfera jed-
nostkowa. Wymusza to poszerzenie rodziny odwzorowan aproksymujgcych
w ramach klasy funkcyj semialgebraicznych.

Przedstawimy na poczatek kilka probleméw aproksymacyjnych, ktére do-
czekaly sie rozstrzygniecia w ostatnich latach. Szczegdlnie interesujacy jest
rezultat uzyskany w pracy [1], dotyczacy aproksymacji odwzorowan ciggtych
o wartosciach na sferze jednostkowej przy pomocy funkcyj quasi-regulous. Sa
to odwzorowania z jednej strony obejmujgce funkcje regulous, a z drugiej stro-
ny stanowigce szczegdlng podrodzine odwzorowan kawatkami regularnych,
opisanych szczegdétowo w artykule [2].

Nastepnie pokazemy, ze metody podobne do zastosowanych w [1] daja
analogiczny rezultat dla odwzorowan o wartosciach w rzeczywistej przestrzeni
rzutowej (praca wspolna z prof. Marcinem Bilskim).

MSC (2020): 41A30, 14P05
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| Sesja ogdlna, poswiecona innym zagadnieniom
matematycznym

Uczenie glebokie w estymacji czasowo-zmiennych para-
metréw w modelach Markowa — zastosowania do regresji
nieliniowej i stochastycznych réwnan rézniczkowych

Andrzej Kaluza

Akademia Gérniczo-Hutnicza

e-mail: akaluza@agh.edu.pl

Wspdtautorzy: Pawel M. Morkisz (Akademia Gdrniczo-Hutnicza), Pawel Przybylowicz (Akade-

mia Gorniczo-Hutnicza), Martyna Wiacek (Akademia Gérniczo-Hutnicza), Bartlomiej Mulewicz
(Aigorithmics sp. z 0.0.)

Estymacja parametréw w modelach opartych na réwnaniach rézniczkowych
stochastycznych (SDE) jest zadaniem trudnym ze wzgledu na zlozono$¢ para-
metréw zaleznych od czasu, co czesto prowadzi do uproszczen w postaci funkeji
przedziatowo statych.

Proponujemy nowe podejscie do tego problemu z wykorzystaniem sieci
neuronowych, stanowigce rozwiniecie metod tradycyjnych. W naszym algoryt-
mie definiujemy odpowiednia funkcje straty w oparciu o metode najwiekszej
wiarygodnosci, co pozwala przeksztalci¢ zadanie aproksymacji w problem opty-
malizacji i zastosowac techniki uczenia gtebokiego.

Dowodzimy, Ze przy spetnieniu pewnych warunkéw

1/2
sup (EIX,(0)—-X(012) " < c(ley—e,l1% + 18, —,11%),

0<t<T

gdzie a; oraz a, sg wykladnikami opisujacymi warunki ciagtosci Holdera dla
wspdtczynnikdw dryfu i dyfuzji, X, jest procesem bedacym rozwigzaniem danego
SDE z rzeczywistg funkcjg parametru ©; = ©,(t), a X, jest rozwigzaniem tego
samego SDE, lecz z funkcja parametru ©, = ©,(t) otrzymang z naszej sieci
neuronowej, ktéra aproksymuje ©;.

Skuteczno$¢ naszego podejscia prezentujemy na serii eksperymentéw nume-
rycznych z uzyciem Tensorflow (frameworka uczenia glebokiego). Poréwnujemy
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trajektorie rozwigzan wygenerowane z wykorzystaniem dwéch zestawéw funkcji
parametrow — rzeczywistych oraz aproksymowanych. Ponadto poréwnujemy
réowniez rozktady X,(T) i Xo(T).

MSC (2020): 60J20, 65C30, 62M05
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Gladkos¢ funkcji analitycznych w sensie Dunkla

Grzegorz Lysik
Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kielcach
e-mail: glysik@ujk.edu.pl

W pracy [2] zostata podana charakteryzacja funkcji rzeczywisto-analitycznych
w terminach $rednich catkowych po kulach euklidesowych. Charakteryzacja ta
motywuje wprowadzenie pojecia funkgeji analitycznej na przestrzeni metryczne;j
z miarg. Mianowicie funkcje ciagta u na przestrzeni metrycznej z miarg (X, p, u)
nazywamy (X, p, u)-analityczna jesli jej srednia catkowa wzgledem miary u po
kulach o promieniu R w metryce p wyraza sie poprzez zbiezny szereg potegowy
wzgledem R. Takie funkcje spelniajg wtasnos¢ jednoznacznosci jesli funkcja
zdefiniowana na obszarze znika na niepustym podzbiorze, to znika na catym
obszarze, [3]. Z drugiej strony Charles Dunkl w pracy [1] rozwinat analize
harmoniczna zwigzang ze skonczong grupg odbi¢ na R".

Na wykladzie wprowadze pojecie funkcji analitycznych w sensie Dunkla
wzgledem grupy Coxetera-Weyla odbi¢ na R" oraz wykaze ich gtadkos¢, [4].

MSC (2020): 33C52, 26E10, 32A05
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Zastosowanie metody B-TOPSIS w analizie danych ankie-
towych: ocena jakosci zycia mieszkancéw miast Europy

Ewa Roszkowska
Politechnika Biatostocka
e-mail: e.roszkowska@pb.edu.pl

Wspétautorzy: Tomasz Wachowicz (Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach)

Podczas prezentacji przedstawiona zostanie autorska modyfikacja wielokryte-
rialnej metody B-TOPSIS [2], 1aczaca koncepcje struktury przekonan (Belief
Structure) z klasycznym algorytmem TOPSIS (Technique for Order Preference
by Similarity to Ideal Solution). Modyfikacja umozliwia analize danych ankie-
towych z uwzglednieniem brakéw i odméw odpowiedzi. W pierwszym kroku
procedury odpowiedzi sa reprezentowane przez wektory pokazujace rozktad
ocen wszystkich uczestnikéw badania i stopien niepewno$ci odpowiedzi. Dane
niekompletne sg normalizowane metoda $rodka ciezkosci. Nastepnie przypisuje
sie wartosci uzytecznosci ocenom na skali porzadkowej, oblicza macierz podo-
bienstw oraz wyznacza rozwigzania idealne i anty-idealne. Odlegtosci obiektow
od tych punktéw referencyjnych mierzone sg za pomoca metryki opartej na
wektorach rozktadéw przekonan, a klasyfikacja odbywa sie zgodnie z procedura
TOPSIS. Dodatkowo zaproponowano procedure analizy stabilnosci rankingéw
dla r6znych parametréw funkcji uzytecznosci, co pozwala na ocene odpornosci
wynikéw na zmiany tych parametréw.

Metode te zastosowano do oceny subiektywnej jakosci zycia mieszkancéw
83 miast europejskich. W badaniu wykorzystano dane zebrane w 2023 roku
przez IPSOS na zlecenie Komisji Europejskiej [1]. Respondenci oceniali po-
ziom zadowolenia z réznych aspektéw zycia miejskiego, takich jak transport
publiczny, opieka zdrowotna, infrastruktura sportowa, kulturalna i edukacyjna,
tereny zielone, przestrzen publiczna, jako$¢ powietrza, klimat akustyczny oraz
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czystos¢ miasta. W badaniu wykorzystano czterostopniowq skale ocen (bardzo
niezadowolony, raczej niezadowolony, raczej zadowolony, bardzo zadowolony)
z dodatkowa opcjq ,,nie wiem/brak odpowiedzi/odmowa odpowiedzi”. Wyniki
badania wykazaly istotne réznice w postrzeganej jakoSci zycia zaréwno miedzy
miastami, jak i w obrebie poszczegdlnych krajéw. Najwyzsze oceny uzyskatly
Zurych i Groningen, natomiast na koncu rankingu znalazly sie Tirana, Skopje
i Palermo.

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr WZ/WI-IIT/2/25 w Politechnice Biatostoc-
kiej i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wlasciwego do spraw
nauki oraz w ramach programu ,Regionalna Inicjatywa Doskonato$ci” (RID/SP/0034/2024,/01)
finansowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.

MSC (2020): 91B06, 62P25
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| Struktury algebraiczne i kombinatoryka

Rownania diofantyczne z funkcja silnia

Maciej Gnatowski
Politechnika Biatostocka
e-mail: 77932@student.pb.edu.pl

Interesujaca klase réwnan diofantycznych stanowig te, w ktérych pojawia sie
funkcja silnia. Klasycznym przykladem jest rownanie Brocarda-Ramanujana
n! + 1 = k2. Chociaz byto badane juz od XIX wieku, do dzi$ nie wiadomo, czy
jedynymi jego rozwigzaniami s trzy pary liczb naturalnych

(n,k)=(4,5),(5,11),(7,71),

a nawet czy rozwigzan jest tylko skonczenie wiele.
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Na szczegélng uwage zastuguja réwnania diofantyczne zawierajace zaréwno
silnie, jak i wyrazenia wykladnicze. Szybki wzrost i nieregularnos¢ wystepu-
jacych w nich sktadnikéw sprawiaja, ze czesto trudno jest odpowiedzie¢ na
pytanie, czy rozwigzujac dane réwnanie, faktycznie wyczerpali$my wszystkie
mozliwosci.

W referacie skupie sie na dwdch blizniaczych réwnaniach:

() —nk = (&D"—k* oraz (n)*+n* = (kD" + K"

W pracy [1] pokazano, ze poza trywialnym przypadkiem n = k oraz wyjatka-
mi (n,k) = (1,2),(2,1) w pierwszym réwnaniu, réwnania te nie majg innych
rozwigzan. Zaprezentuje alternatywny, oparty na nieréwnosciach, dowdd tego
faktu [2]. Dodatkowo rozwazona zostanie nieréwnos$¢ zwigzana z pierwszym
réwnaniem: (n!)f —n*(n— 1)K > (k)" — k™.
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Anihilatory w pierscieniach lacznych

Malgorzata Jastrzebska
Uniwersytet w Siedlcach
e-mail: malgorzata.jastrzebska@uws.edu.pl

Niech R bedzie pierscieniem tacznym z 1 # 0. Z pierScieniem R mozemy zwigzac
rézne kraty, np. krate ideatéw lewostronnych I;(R), krate idealéw prawostron-
nych I,.(R), krate idealéw dwustronnych I(R) (zob. [1, 2]). W zbiorze I;(R)
wyrodznia sie pewne elementy znane jako lewostronne anihilatory. Przez lewo-
stronny anihilator niepustego podzbioru S w R rozumiemy zbidr

I(S)={reR|rS=0}.

Prawostronny anihilator zbioru S definiujemy analogicznie. Zbiér A;(R) wszyst-
kich lewostronnych anihilatoréw w R z relacja inkluzji tworzy krate zupelna

10. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH 107


https://mbpapers.math.cas.cz/full/online1st/MB.2025.0043-25.pdf
mailto:malgorzata.jastrzebska@uws.edu.pl

REFERATY

i ograniczona, ale nie jest to na ogo6t podkrata w kracie I;(R). Podobna sytuacja
dotyczy prawostronnych idealéw i prawostronnych anihilatoréw. Wiadomo np.
z [5], ze kraty A;(R) oraz A,(R) nie musza by¢ modularne.

Celem referatu jest charakteryzacja pierscieni dla ktérych krata lewostron-
nych (analogicznie prawostronnych) anihilatoré6w ma pewne specyficzne wta-
snosci [3, 4].
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Liczby mite a liczby Sophie Germain

Krzysztof Kowitz
Uniwersytet Gdanski
e-mail: krzysztof.kowitz@ug.edu.pl

Opowiem o ostatnio uzyskanych wynikach dotyczacych liczb mitych i liczb
Sophie Germain w oparciu o moja ostatnio opublikowana prace [1] oraz o prace
Paolo Leonettiego [2], w ktdrej zostato wprowadzone pojecie liczby mitej. Liczba
naturalna n > 2 jest mita wtedy i tylko wtedy, gdy {1°(), ..., n°™} jest pelnym
uktadem reszt modulo n dla jakiej$ permutacji o zbioru {1,...,n}. Przedstawie
pewne wlasnosci liczb mitych oraz odpowiem na hipoteze postawiong w pracy
Paolo, ktdra brzmi: Liczba naturalna n > 11 jest mita wtedy i tylko wtedy, gdy
n lub %n jest bezpieczna liczba pierwsza.

MSC (2020): 05A05
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Uporzadkowane poélgrupy ternarne

Ryszard Mazurek
Politechnika Biatostocka
e-mail: rmazurek@pb.edu.pl

Pétgrupa ternarng nazywamy niepusty zbidr S z dziataniem tréjargumentowym
SxSxS>3(x,y,z)— xyz e S, ktore spelnia warunek tgcznosci:

(abc)de = a(bcd)e = ab(cde) dla dowolnych a,b,c,d,e€S.

Jezeli < jest porzadkiem cze$ciowym w S zgodnym z tym dziataniem, to S wraz
z < nazywamy uporzqdkowanq pélgrupqg ternarng. Jezeli ponadto jej idealy
prawostronne tworza tancuch wzgledem inkluzji, to méwimy, ze jest ona prawo-
stronnie tancuchowa. Takie pélgrupy ternarne stanowia naturalny odpowiednik
znanych z literatury uporzadkowanych pétgrup prawostronnie tfancuchowych,
ktore z kolei obejmujg potgrupy multiplikatywne pierScieni prawostronnie tan-
cuchowych.

W referacie przedstawione zostang ogdélne wiadomosci na temat (uporzad-
kowanych) poétgrup ternarnych i ich ideatéw [5]. Omdéwiona bedzie klasyfikacja
tzw. segmentow pierwszych, czyli par sgsiednich ideatéw catkowicie pierwszych,
w prawostronnie tancuchowych uporzadkowanych pétgrupach ternarnych. Jak
pokazano w [4], kazdy taki segment jest ktérego$ z czterech typéw: prosty,
archimedesowy, wyjatkowy lub uzupehiajacy. Klasyfikacja ta jest analogiczna
do tej znanej dla potgrup binarnych [2, 3], przy czym ujecie ternarne wymaga-
to nowych metod konstruowania ideatléw pewnych typéw (np. pétpierwszych,
idempotentnych). Zostana réwniez przedstawione motywacje do badania seg-
mentéw pierwszych, majace swoje zrédlo w teorii pierscieni tancuchowych
(np. [1D.

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr WZ/WI-IIT/2/2025 w Politechnice Bialostockiej
i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wtasciwego do spraw nauki.

MSC (2020): 20N10, 20N15, 06F05
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Twierdzenie Wagnera-Prestona

Adam Michatowski
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: am84747@student.uwb.edu.pl

Pétgrupa inwersyjna to pétgrupa S, w ktorej dla kazdego elementu x € S istnieje
doktadnie jeden element odwrotny, tzn. element y € S speliajacy réwnania
x =xyx oraz y = yxy. Klasycznym przykladem takiej struktury jest potgrupa
wszystkich przeksztatcen czesciowych danego zbioru. W referacie zaprezen-
tuje wiasnosci potgrup inwersyjnych oraz przedstawie twierdzenie Wagnera—
Prestona, bedace odpowiednikiem twierdzenia Cayleya dla grup, dotyczace
reprezentacji pétgrup inwersyjnych jako poétgrup czesciowych bijekcji [2]. Po-
nadto oméwie zwigzek pétgrup inwersyjnych z pierscieniami abelowymi, czyli
pierScieniami, w ktérych elementy idempotentne sg centralne [1].

MSC (2020): 20M18, 20M20
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Kombinatoryka w wolnej probabilistyce

Wojciech Mlotkowski
Uniwersytet Wroctawski
e-mail: wojciech.mlotkowski@math.uni.wroc.pl

Wolna probabilistyka zostata zapoczatkowana pracg Voiculescu z 1985 roku
i jest niekomutatywna wersja rachunku prawdopodobienstwa. Nie mamy tu
zbioru Q tylko zespolong nieprzemienna *-algebre .« zmiennych losowych, wraz
z ustalonym funkcjonatem ¢ : .« — C, ktdry pei role wartosci oczekiwane;j.
Wolna niezaleznos¢ jest zwigzana z iloczynem wolnym algebr i prowadzi do
operacji splotu wolnego miar probabilistycznych na R. Splot ten mozna opisaé
kombinatorycznie przy pomocy wolnych kumulant.

Doktadniej, rodzine m niepustych, parami roztacznych podzbioréw zbioru
X nazywamy partycjq zbioru X jesli | Jm = X. Je$li dodatkowo X jest linio-
wo uporzadkowany to partycje m nazywamy nieprzecinajqcq sie jesli zachodzi
implikacja:

X1 <X9<x3<X4, X,Xs€U€EM x9,x4€Ven —=>U=V.

Jesli |X| = n to liczba nieprzecinajacych sie partycji X jest réwna liczbie Catalana
1 (2n+1
2n+1 ( nn )
Niech u bedzie miara probabilistyczng na R o no$niku zwartym. Definiujemy
momenty W:

sn(u) :=J x™ du(x).
R

Nastepnie definiujemy dwa ciagi: klasyczne kumulanty x¢(u), oraz wolne kumu-
lanty Kfl(u,) miary u, poprzez nastepujace relacje:

AMEEI l CHO) saw =Y, [ [xfww,

neP(n) Ven neNC(n)Vern

gdzie P(n) (odpowiednio: NC(n)) oznacza rodzine wszystkich partycji (odpo-
wiednio: wszystkich partycji nieprzecinajacych sie) zbioru {1, 2,...,n}. Wéwczas
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jesli u, v sq miarami probabilistycznymi na R o nos$nikach zwartych, to ich splot
klasyczny u * v i splot wolny u B v jest jedyna miara, ktéra spelia
kS (o v) = k5(u) + K5 (), k(B v) = x5 (W) +xf ()

dlan=1,2,..., odpowiednio.

W swoim referacie chce zaprezentowa¢ kombinatoryczne aspekty wolnej
probabilistyki. Bardziej zainteresowanym polecam ksigzke [2]. Od kilku lat jest
tez rozwijana skonczona wersja wolnej probabilistyki, szczegdty mozna znalez¢
w pracy [1].

MSC (2020): 46154, 60C05
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Uogdlnienia skonczonych krat modularnych

Agnieszka Stocka
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: stocka@math.uwb.edu.pl

Niech L bedzie kratg skoniczong oraz X = {xy,...,x,} C L \ {1}. Powiemy, ze X
jest:

* gbiorem niezaleznym w kracie L, jesli dla kazdego 1 < i < n speliony jest

warunek
(/\X]) V.X'l' = 1,

J#
* gbiorem ciggowo niezaleznym (s-niezaleznym) w kracie L, jeéli dla kazdego
1 < i < n speliony jest warunek

(/\xj)in =1.

j<i
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Krate L nazwiemy dualnie zrownowazong, jesli dowolny ciagowo niezalezny
podzbidr L jest niezalezny. Krate L nazwiemy M-kratq, je$li dowolny ciggowo
niezalezny podzbidr zlozony z atoméw dualnych kraty L jest niezalezny. Dowo-
Ina krata modularna jest krata dualnie zréwnowazong, a dowolna krata dualnie
zrownowazona jest M-kratg.

Celem referatu jest przedstawienie tych wlasnosci krat modularnych, ktére
daja sie przenies$¢ na zdefiniowane powyzej klasy krat oraz wtasnosci zbioréow
niezaleznych w takich kratach.

Rezultaty dotyczace zbioréw niezaleznych w kratach modularnych mozemy
znalez¢ w pracy [1]. Pojecia i whasnosci krat dualnie zréwnowazonych i M-krat
przedstawione sg m. in. w pracach [2] i [3].

MSC (2020): 06C05, 08A05
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Magmy antylaczne w algebrze obliczeniowej

Kamil Zabielski
Politechnika Biatostocka
e-mail: kamil.zabielski@pb.edu.pl

Niepusty zbidr & z dwuargumentowym dzialaniem * nazwiemy magmgq. Jesli
dodatkowo dla dowolnych a, b, c € & zachodzi (a * b)*c # ax(b x c), to powiemy,
ze & jest magmgq antytqczng.

Podczas referatu przedstawimy wtasno$ci magm antytacznych oraz ich klasy-
fikacje z uzyciem graféw. Wyniki teoretyczne [1, 2, 3] przepleciemy elementami
algebry obliczeniowej. Oméwimy metody eksploracji strukturalnych i kombi-
natorycznych wlasnosci matych magm antytacznych, korzystajac z biblioteki
smallantimagmas [4] w systemie GAP [5].

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr WZ/WI-IIT/2/2025 w Politechnice Biatostockiej
i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wlasciwego do spraw nauki.
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| Struktury geometryczne i uklady catkowalne

Zastosowanie algebr Clifforda i grup Spin do ukladéw
catkowalnych

Jan Leszek Cieslinski
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: j.cieslinskia@uwb.edu.pl

Omdwiona zostanie szeroka klasa probleméw liniowych (par Laxa) o warto$ciach
w algebrach Clifforda, prowadzacych (poprzez odpowiednie uogélnienie wzoru
Syma) do interesujacych klas wielowymiarowych podrozmaitosci, zwigzanych
z uktadami catkowalnych nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych
(bedacych réwnaniami Gaussa-Codazzi-Ricci dla tych podrozmaitosci).
Impulsem do rozwoju tej tematyki (inspirujacym takze dla kilku innych grup
badawczych) bylo znalezienie pary Laxa zwigzanej z powierzchniami izoter-
micznymi [4], najpierw wykorzystujac grupy SO(4,1) czy SP(2,2), a nastepnie
formutujac to w bardziej elegancki sposéb przy uzyciu algebry Clifforda i grupy
Spin (4,1). Zastosowanie formuly Syma nie prowadzi bezposrednio do uzyskania
powierzchni izotermicznych. Zamiast tego otrzymuje sie podrozmaitosci o ze-
rowej krzywiznie zanurzone w przestrzeni 6-wymiarowej. Dopiero rzutowanie
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na odpowiednie podprzestrzenie 3-wymiarowe daje pare powierzchni izoter-
micznych (sg to powierzchnie dualne, znane tez jako transformaty Christoffela).
W ten sposdb klasyczna teoria powierzchni izotermicznych, stworzona przez
Bianchi’ego i Darboux, zostata sformutowana w jezyku probleméw spektralnych
nowoczesnej teorii solitondw.

Poczatkowo posta¢ macierzowa byta niezbedna przy konstrukeji transfor-
macji Darboux-Backlunda (generujacej nowe powierzchnie i $ciste rozwigzania
réwnan nieliniowych). Dopiero praca [1] wskazata kierunek, w ktérym nale-
zy szukac¢ uogdlnienia transformacji Darboux nie wymagajacego reprezentacji
macierzowej.

Naturalne jest rozwazenie réznych innych algebr Clifforda i grup Spin, a takze
réznych form zaleznosSci od parametru spektralnego. Na przyktad dla grupy
Spin(3) otrzymujemy klasyczng teorie powierzchni pseudosferycznych, a grupa
Spin (2n) prowadzi do n-wymiarowych podrozmaitoéci o statej krzywiznie
sekcyjnej zanurzonych w R"1 [2].

Ciekawym, ale stosunkowo trudnym problemem jest konstrukcja transforma-
cji Darboux-Backlunda w poszczegdlnych przypadkach [3, 5]. Grupy redukgji
(grupy petlowe) macierzowych par Laxa moga zosta¢ wyrazone w jezyku in-
wolucji odpowiednich algebr Clifforda. Warto$ci wtasne parametryzujace Sciste
rozwigzania (solitony), zazwyczaj bedace zerami pewnych wyznacznikéw, oka-
zuja sie by¢ zerami odpowiednich norm spinorowych.

W referacie zostang takze zwiezle przedstawione najnowsze wyniki zwigzane
z transformacja Darboux dla par Laxa w algebrach Clifforda, a takze problemy
zwiazane z catkowalng dyskretyzacja tych uktaddéw.

MSC (2020): 15A67, 37K25, 37K35
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Nowe spojrzenie na algebry Liego

Alina Dobrogowska
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: alina.dobrogowska@uwb.edu.pl

W referacie tym zostanie przedstawione nowe podejscie do budowy struktur
algebraicznych takich jak algebroidy Liego i ich szczegdélny przypadek algebry
Liego. Podstawowym sktadnikiem jest para (F, v) sktadajaca sie z odwzorowania
liniowego F € End(V) z ustalonym wektorem wlasnym v. Para ta umozliwia
zbudowanie nawiasu Liego na przestrzeni dualnej do przestrzeni liniowej V.
Algebra Liego uzyskana w ten sposob jest rozwigzalna. Pokazujemy, zZe te alge-
bry (pary) sa podstawowymi cegietkami w konstrukcji dowolnej algebry Liego.
Wyniki te zostaly opublikowane w pracach [1, 2, 3].
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Dziwne wlasnosci nawiasow Poissona na rozmaitosciach
Banacha
Tomasz Golinski

Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: tomaszg@math.uwb.edu.pl

Geometria nieskoniczenie wymiarowa w wydaniu banachowskim dopuszcza
wiele sytuacji, ktére nie maja miejsca w przypadku skonczenie wymiarowym.
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Przykladowo: znikanie tensora Nijenhuisa dla struktury niemal zespolonej nie
gwarantuje automatycznie jej catkowalnosci w przypadku C*° (nie zachodzi
twierdzenie Newlandera—-Nirenberga). W tym kontescie nie pracuja réwniez
argumenty oparte na wymiarze obrazu/jadra. Z tego powodu niezdegenerowa-
na 2-forma nie zawsze zadaje izomorfizm miedzy wtdknami wigzki stycznej
i kostycznej. Prowadzi to do koniecznosci odrdznienia silnych i stabych form
symplektycznych i metryk riemannowskich. Zachowanie nawiaséw Poissona na
takich rozmaitosciach byto badane w pracy [3]. W pracy [1] udowodniono, ze
istnieja takze patologiczne nawiasy Poissona (speiniajace regute Leibniza), ktére
nie sg zadane polem biwektorowym (tensorem Poissona) i zalezg od pochodnych
wyzszego rzedu. Wymusito to doprecyzowanie definicji rozmaitosci Poissona
podanej w [3]. Ponadto, konkretne przyktady czesto nie mieszcza sie w ramach
definicji z pracy [3]. Z tego powodu wielu autoréw zmuszonych byto rozluznic
niektére warunki narzucane w tej definicji, wprowadzajac wtasne definicje uogdl-
nionych (lub stabych) struktur Poissona. W pracy [2] przeanalizowano dostepne
w literaturze definicje i zwigzki miedzy nimi. Przyktadowgq sytuacjq wymagajaca
zmienionych definicji jest teoria banachowskich grup Poissona-Liego.

MSC (2020): 46T05, 53D17, 58B20
Literatura

[1] D. Beltita, T. Golinski, A.B. Tumpach, Queer Poisson brackets, J. Geom. Phys.,
2018, 132, 358-362.

[2] T. Golinski, P. Rahangdale, A.B. Tumpach, Poisson structures in the Banach setting:
comparison of different approaches, arXiv:2412.05391.

[3] A. Odzijewicz, T.S. Ratiu, Banach Lie—Poisson spaces and reduction, Comm. Math.
Phys., 2003, 243(1), 1-54.

Banachowskie algebroidy Liego, a liniowe struktury Pois-
sona na banachowskich wiagzkach wektorowych

Grzegorz Jakimowicz
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: g.jakimowicz@uwb.edu.pl

Oméwiony zostanie zwigzek miedzy banachowskimi algebroidami Liego i li-
niowymi strukturami Poissona na banachowskich wiazkach wektorowych. Za-
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prezentowana bedzie m.in. konstrukcja liniowej struktury Poissona na wiazce
predualnej do banachowskiego algebroidu Liego. Pokazane zostanie takze, ze
liniowa struktura Poissona na banachowskiej wiazce wektorowej zadaje struktu-
re banachowskiego algebroidu Liego na wigzce dualnej. Rozwazana bedzie tez
kanoniczna stabo-symplektyczna forma na wiazce pre-kostycznej i jej zwigzek
z nawiasem Poissona indukowanym stuktura algebroidowa wiazki stycznej.

Referat ten opiera sie na wspdlnej z Tomaszem Golinskim pracy [1].

MSC (2020): 53-XX, 46-XX
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[1] Tomasz Golinski, Grzegorz Jakimowicz, Poisson structure on predual of Banach Lie
algebroid, ArXiv:2505.13351.

Struktury geometryczne zwigzane z W*-algebra

Aneta Slizewska
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: anetasl@uwb.edu.pl

Grupoid pojawia sie w naturalny sposéb jako rodzina izomorfizméw zadanych
miedzy widknami wigzki wektorowej. Sktadanie izomorfizméw (tam, gdzie ma
to sens) jest taczne, a zlozenie danego izomorfizmu z izomorfizmem do nie-
go odwrotnym daje odwzorowanie identycznosciowe odpowiednio na widknie
inicjalnym lub finalnym. Jezeli od rozpatrywanych struktur zazadamy dodat-
kowych wlasnosci, np. topologicznych, gtadkosci, Poissona, mozemy moéwic
o grupoidzie topologicznym, Liego, lub grupoidzie poissonowskim? Wystapienie
ma na celu prezentacje grupoidéw ktére w naturalny sposob pojawiaja sie w al-
gebrze von Neumana oraz ich charakteryzacje jako nietrywialnych przyktadow
grupoidoéw banachowskich.

MSC (2020): 22A22, 47C15, 58H05
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[2] K. Mackenzie, General Theory of Lie Groupoids and Lie Algebroids,Cambridge
University Press, 2005.

[3] A. Odzijewicz, G.Jakimowicz, A.Slizewska, Banach-Lie algebroids associated to the
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[4] A. Odzijewicz, G.Jakimowicz, A.Slizewska, Fibre-wise linear Poisson structures
related to W*-algebras, J. Geom. Phys., 2018, 123, 385-423.
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Funkcje Casimira algebr Liego

Marzena Szajewska
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: m.szajewska@math.uwb.edu.pl

Przedstawiamy nowe podejscie do opisu funkcji Casimira algebr Liego, opar-
te na analizie par (F;,v;), gdzie F; jest odwzorowaniem liniowym z zadanym
wektorem wlasnym v;, i = 1,2,...,n. Metoda ta pozwala skonstruowa¢ dowolna
skonczenie wymiarowgq algebre Liego oraz wyznaczy¢ funkcje Casimira. Po-
dajemy szereg kryteriéw pozwalajacych opisac ilos$¢ i posta¢ funkcji Casimira
w jezyku rozktadalnosci tensora zbudowanego z par (F;,v;). Cato$¢ zostanie
zobrazowana na wielu przyktadach.

MSC (2020): 16S30, 17B99
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| Struktury incydencyjne, geometrie skonczone,
teoria kodow

Nowa metoda zapisu i badania wybranych wlasnosci gra-
fow nieskierowanych

Pawel Chlosta
Akademia Humanistyczno-Ekonomiczna w Lodzi

e-mail: pchlosta@ahe.lodz.pl

Pierwszym celem wystgpienia jest przedstawienie nowej metody zapisu dowol-
nych graféw nieskierowanych, opartej o logike binarng [1] i algebre binarng [2].
Metoda ta zostala opracowana w potowie 2024 roku przez absolwenta Politech-
niki Warszawskiej Btazeja Strusa.

Dzieki tej metodzie mozna w sposob jednoznaczny zapisa¢ dowolny graf
nieskierowany, uzywajac Scistych, binarnych wzoréw funktoréw logicznych
alternatywy i koniunkcji w postaci dyskretnej funkeji OTA. Przyklady wzoréw
wybranych graféw znajduja sie w [3].

Drugim celem wystapienia jest zaprezentowanie nowej, uniwersalnej metody
badania izomorficznosci graféw, a takze omoéwienie réznic pomiedzy logicznym
a algebraicznym sumowaniem graféw.

MSC (2020): 05C60
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[3] B. Strus, P. Chtosta, Wzory binarne grafow nieskierowanych, BinaryMath, 2025.

Geometria binarnych sympleks kodéw i kwadratowe kon-
figuracje kombinatoryczne

Krzysztof Petelczyc
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: kryzpet@math.uwb.edu.pl

Punkty przestrzeni rzutowej PG(n—1, 2) mozemy w naturalny sposéb utozsamic
z niepustymi podzbiorami zbioru {1,...,n}. Rozwazmy geometrie &, (n) utwo-
rzong przez punkty odpowiadajace 2m-elementowym podzbiorom tego zbioru.
W przypadku gdy n = 2k — 1 oraz m = 2k — 2 dla pewnej liczby catkowitej k > 3,
maksymalne singularne podprzestrzenie tej geometrii odpowiadajg binarnym
sympleks kodom wymiaru k.

Dla k > 4 graf wspolliniowo$ci geometrii ,,(n) zawiera maksymalne kliki,
ktére nie powstaly z maksymalnych singularnych podprzestrzeni. Jesli maksy-
malna klika zawiera dokladnie n elementdéw, to okresla kwadratowa (n, 2m, m)-
konfiguracje kombinatoryczng. Gdy taka klika powstata z maksymalnej singular-
nej podprzestrzeni, odpowiadajaca jej konfiguracja jest izomorficzna z konfigu-
racja ztozong z punktéw i dopeien hiperptaszczyzn w przestrzeni PG(k — 1, 2).

Wyrézniamy klase tzw. maksymalnych centralnych klik, ktére otrzymujemy
sumujac 271 —1 prostych przechodzacych przez ustalony punkt — centrum. Cen-
tralne kliki mozemy skonstruowac przy pomocy bijekcji miedzy dwoma (2m — 1)-
elementowymi maksymalnymi klikami geometrii &,,,,(2m —1). W przypadku
k =m = 4 geometria &,,/5(2m — 1) = 2,(7) jest przestrzenig biegunowq rzedu
3 i kazda maksymalna klika grafu wspétliniowosci jest ptaszczyzng Fano. Gtow-
nym wynikiem jest klasyfikacja maksymalnych centralnych 15-elementowych
klik grafu wspdétliniowosci 2,(15), ktéra otrzymujemy badajac mozliwe bijekcje
plaszczyzny Fano. Ta klasyfikacja, razem z konstrukcja niecentralnej maksymal-
nej 15-elementowej kliki, stanowi geometryczng interpretacje wszystkich pieciu
kwadratowych (15, 8,4)-konfiguracji kombinatorycznych.

MSC (2020): 51E20, 51E22
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Automorfizmy geometrii zwigzanych z binarnymi kodami
o stalej odlegtosci

Mariusz Zynel
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: mariusz@math.uwb.edu.pl

Znane sg dwa pojecia réwnowazno$ci kodéw. Dwa kody C;, C, w przestrzeni
wektorowej V nad ciatem skoniczonym sg réwnowazne, gdy, albo istnieje potli-
niowy izomorfizm zachowujacy wage Hamminga, ktéry przeksztalca C; na C,,
albo, gdy istnieje transformacja jednomianowa przestrzeni V, ktéra przeksztatca
C; na C,. Twierdzenie MacWilliams o rozszerzaniu méwi, ze te dwa pojecia sa
tozsame.

Rozwazamy przestrzen rzutowg £ (V) nad przestrzenig wektorowa V = FJ.
Standardowa baza V to e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Dla kazdego
niezerowego wektora v z V mamy v = e; = )., e;, gdzie I jest niepustym
podzbiorem zbioru [n] = {1,2,...,n}. Zauwazmy, ze i-ta wspotrzedna wektora
e; to 1, gdy i € I, albo 0 w przeciwnym razie. Punkt z & (V) odpowiadajacy
wektorowi e; oznaczamy jako P;. Jego waga Hamminga to |I|.

Niech teraz m bedzie taka liczbg naturalna, ze 3m < n. Przez &,, oznaczmy
zbior punktéw przestrzeni Z(V) o wadze Hamminga 2m. Zbidr &, mozemy
traktowac jako geometrie incydencyjng, ktorej prostymi s proste przestrzeni
rzutowej 2 (V) zawarte w &,,. Odlegltos¢ Hamminga pomiedzy dwoma réznymi,
wspotliniowymi punktami w &,, jest stata i wynosi 2m. W tej klasie geometrii
znajduje sie: konfiguracja Pascha (n = 3m + 1 = 4), konfiguracja Cremona-
Richmond (n = 3m = 6) oraz przestrzen biegunowa (n =4m—1=7).

Dowodzimy, Zze w pewnych nietrywialnych przypadkach, istniejg automor-
fizmy geometrii &, wyznaczone przez potliniowe automorfizmy otaczajacej
przestrzeni V, ktére nie sg jednomianowe (por. [1]).

MSC (2020): 51E20, 51E22
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Rozszerzenia pierscieni lacznych za pomoca pierscienia
liczb catkowitych

Ryszard Romuald Andruszkiewicz
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: r.andruszkiewicz@uwb.edu.pl

W teorii pier$cieni tacznych od dawna znane jest tzw. rozszerzenie Dorroha D(R)
pierScienia R polegajace na dotaczeniu jedynki do pierscienia R w taki sposéb,
ze R jest idealem w D(R) i D(R)/R = Z. W tym kontekS$cie powstaje pytanie jak
wygladaja (z doktadnoscig do izomorfizmu) wszystkie pierscienie S takie, ze
R<Soraz S/REZ?

Rozwigzanie tego problemu ma zwiazek z klasyfikacjq tzw. wigzaréw, gdyz
w pracy [2] odkryto zaskakujacy zwigzek miedzy wigzarami i rozszerzeniami
pierscieni za pomoca pierscienia liczb catkowitych Z. Powstajq tez inne pytania
zwigzane z tym tematem:

* Kiedy wszystkie rozszerzenia danego pierscienia przemiennego za pomoca
pierscienia Z liczb catkowitych sa pier$cieniami przemiennymi?

* Czy z tego, ze D(A) = D(B) wynika, ze A= B?
Na te i inne pytania postaramy sie odpowiedzie¢ w naszym referacie.

MSC (2020): 16S70, 16D25, 08A99
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Grupy relatywnie hiperboliczne: skonczone podgrupy nie-
paraboliczne, problem rzedu i problem réwnan wyktad-
niczych

Oleg Bogopolski
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: oleg.bogopolskiy@usz.edu.pl

Grupy relatywnie hiperboliczne zostaly wprowadzone przez Gromova [4] jako
uogdlnienie grup hiperbolicznych. Przyktadami takich grup sa grupy podstawowe
niezwartych rozmaitoéci Riemanna o skoniczonej objetosci i o ujemnej krzywiznie
Scisle ograniczonej, geometrycznie skonczone grupy Kleina, grupy hiperboliczne
oraz grupy matych skreslen nad produktami wolnymi; szczegdty mozna znalez¢
w pracy Osina [5].

W moim wystgpieniu krotko przedstawie to zagadnienie, a nastepnie oméwie
nasze najnowsze wyniki z [1, 2].

Niech G bedzie grupa relatywnie hiperboliczng wzgledem rodziny podgrup
{H;},en. Zakladamy, ze G jest zadana przez skonczona prezentacje relatywna
» wzgledem tej rodziny.

(1) Przypomnijmy, ze podgrupa F grupy G nazywa sie nieparaboliczna, jesli
nie istnieje A € A taka, ze F jest sprzezona z podgrupg grupy H,. W pracy [2]
podajemy goérne ograniczenie rzedéw skonczonych nieparabolicznych podgrup
grupy G w zaleznoéci od pewnych fundamentalnych statych zwigzanych z 2. To
gorne ograniczenie jest obliczalne, jesli G jest skonczenie generowana i problem
stéw w kazdej podgrupie H;, A € A, jest rozstrzygalny. Wynik ten uogélnia
rezultat Bogopolskiego i Gerasimova [3] dotyczacy skonczonych podgrup grup
hiperbolicznych.

(2) Przypomnijmy, ze problem rzedu dla elementow w grupie H polega na ob-
liczeniu rzedu danego elementu grupy H. Warto zauwazy¢, ze jeSli problem ten
jest rozstrzygalny w H, to réwniez problem stéw w H jest rozstrzygalny. Odwrot-
ne stwierdzenie nie zachodzi dla pewnych grup skonczenie prezentowanych.
Jako wniosek z punktu (1) przedstawiamy konkretny algorytm rozwigzuja-
cy problem rzedu w G, zaktadajac, ze A jest skonczona i problem rzedu jest
rozwigzywalny w kazdej H;, A € A.
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(3) Niech X = {x;, x5,...} bedzie przeliczalnym nieskoniczonym zbiorem
zmiennych. Réwnanie wyktadnicze nad grupa H to rOwnanie postaci

Xty Xty Xen __
aj8, as8y """ an&n "=1,

gdzie aj, g1, ..,a,, g, € H O1az x,...,x, sa zmiennymi ze zbioru X (przyjmu-
jacymi warto$ci w Z). Dopuszczamy, by niektére zmienne sie powtarzaty. Jesli
wszystkie zmienne w réwnaniu sg rézne, méwimy, ze réwnanie jest rodzaju 1.

W [1] podajemy algorytm rozwigzujacy réwnania wyktadnicze rodzaju
1 w relatywnie hiperbolicznych grupach G, zaktadajac, ze G jest skonczenie
generowana i w kazdej H, dostepne sq odpowiednie algorytmy. Ponadto przed-
stawiamy przyktad skonczenie generowanej relatywnie hiperbolicznej grupy G,
dla ktérej istniejq algorytmy rozwiazujace réwnania wyktadnicze w kazdej H,,
ale nie istnieje taki algorytm dla G.

MSC (2020): 20F65, 20F67, 20F10, 20F70

Literatura

[1] A. Bier, O. Bogopolski, Exponential equations in acylindrically hyperbolic groups,
2021, arXiv:2106.11385v1

[2] O. Bogopolski, Finite non-parabolic subgroups of relatively hyperbolic groups, J.
Algebra, 2025, 677, 118-138.

[3] O.V. Bogopolskii, V.N. Gerasimov, Finite subgroups of hyperbolic groups, Algebra
Logic, 1995, 34, 343-345.

[4] M. Gromov, Hyperbolic groups, in Essays in group theory, Springer, New York,
1987, 75-263.

[5] D. Osin, Relatively hyperbolic groups: Intrinsic geometry, algebraic properties, and
algorithmic problems, Memoirs Amer. Math. Soc., 2006, 179(843).

Skosne derywacje na rozszerzeniach pierscienia liczb
catkowitych

Tomasz Brzezinski
Uniwersytet w Biatymstoku
Swansea University

e-mail: t.brzezinski@uwb.edu.pl
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Przez rozszerzenie pierScienia Z rozumiemy dokladny ciag homomorfizméw
pierécieni (bez jedynki) postaci:

0—R—S—Z—0;

(Scisle rzecz ujmujac, S jest rozszerzeniem Z za pomoca ideatu R). Jak pokaza-
no w [1], rozszerzenia takie daja sie catkowicie scharakteryzowac przez pary
endomorfizméw grupy addytywnej R, o = (o, T ) oraz stowarzyszone z nimi
elementy s € R spelniajace pewne warunki.

W referacie postaram sie odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie. Zat6zmy, ze
ag jest endomorfizmem pierScienia R, za$ & jest skosna az-derywacja R, tj., dla
wszystkich a, b €R,

6r(ab) = 6g(a)b + ar(a)br(b).
Jakie warunki spelnia¢ musza ay i 6z aby daly sie podnies¢ do endomorfizmu
ag pierScienia S i sko$nej ag-derywacji 65?
Prezentowane wyniki uzyskane zostaly we wspdtpracy z Alexandrem Westem (Swansea Universi-
ty).
MSC (2020): 16S70
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Endomorfizmy przestrzeni liniowych nieskonczonego wy-
miaru

Waldemar Holubowski
Politechnika Slaska
e-mail: w.holubowski@polsl.pl

Niech gl(V') bedzie algebrg Liego endomorfizmdéw, a GL(V) grupg automorfizméw
przestrzeni liniowej V nad ciatem K.

Jezeli dim(V') jest skonczony, to krata ideatéw w gl(V) i krata podgrup nor-
malnych w GL(V) sa bardzo podobne. Rezultaty te mozna uogolni¢ na nieskon-
czone wymiary (patrz [2, 3, 4] dla przeliczalnego wymiaru i [1, 5] w og6lnym
przypadku).
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W naszym odczycie zreferujemy te wyniki.
MSC (2020): 17B60, 17B65, 20E07, 20H20
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Klamry, wigzary, post-grupy

Malgorzata Hryniewicka
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: margitt@math.uwb.edu.pl

Klamry weszly juz do kanonu poje¢ matematycznych. Wigzary na state zagoscity
w $wiadomosci algebraikéw. Ostatnio pojawily sie post-grupy. Skosng lewostron-
ng klamrq (B,o,1,,e,1,) nazywamy grupe (B,o,1,) wraz z operacjg binarng e
zadajaca na B dodatkowa strukture grupy (B, e, 1,) i spelniajaca lewostronnag
dystrybutywnos$¢ w sensie

xe(yoz)=(xey)ox'eo(xexz),
gdzie x,y,z € B oraz x> oznacza element odwrotny do x w grupie (B, o, 1,),
por. [4]. Dla grupy (G,o,1,) operator 8 na G nazywamy operatorem Rota-

Baxtera, jezeli

B(x)o B(y)= B(xo B(x)oyo B(x) "),
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gdzie x,y € G. Wtedy (G, o, 1,, ) nazywamy grupg Rota-Baxtera. Operacja
binarna xey = xo0 %B(x)oyo %B(x) ' zadaje na grupie Rota-Baxtera (G, o, 1, )
strukture sko$nej lewostronnej klamry (G,o,1,,,1, = 1,), por. [2].

Lewostronng post-grupq (G, o, 1,,>) nazywamy grupe (G, o, 1,) wraz z opera-
cja binarng > przeksztalcajaca kazde lewostronne mnozenie y — (x > y) w G
w automorfizm grupy

x> (yoz)=(x>y)o(x>z),
gdzie x, y,z € G, dla ktérej operacja binarna x e y = x o (x > y) na G spehia
(xey)>z=xb(y>2),

gdzie x,y,z € G, por. [1]. Kazdg lewostronng post-grupe (G, o, 1,,>) przeksztal-
cimy w skos$na lewostronng klamre (G, o, 1,, 9,1, = 1,) definiujac operacje binar-
ng xey = xo(x > y)na G. Na odwrdt, startujac od sko$nej lewostronnej klamry
(B,o,1,,9,1,) przejdziemy do lewostronnej post-grupy (B, o, 1,,>) definiujac
operacje binarng x > y = x ! o (x e y) na B.

Skosne lewostronne klamry maja strukture skosnego lewostronnego wigzara.
Skosnym lewostronnym wigzarem (T, o, 1,,e,0) nazywamy grupe (T,o,1,) wraz
z operacja binarng e zadajaca na T strukture pétgrupy (T, ) oraz operatorem o
na T spelniajacymi lewostronng dystrybutywno$¢ w sensie

xe(yoz)=(xey)oo(x) > o(xez),

gdzie x,y,z € T, por. [3]. Systemem Rota-Baxtera (G,o,1,, B, B,) nazywamy
grupe (G, o,1,) wraz z operatorami 9%,, %, na G spelniajacymi

B1(x) o B1(y) = B1(B1(x) 0y o By(x))
Bo(y) o By(x) = By(B1(x) 0y o By(x)),

gdzie x,y € G. Operacja binarna x ¢ y = %;(x) o y o %,(x) oraz operator
o(x) = %B,(x) o B,(x) zadajg na systemie Rota-Baxtera (G, o, 1,, B;, B,) struk-
ture skosnego lewostronnego wigzara (G, o, 1,,,0), por. [5].

W [6] autor zdefiniowat pojecie stabej lewostronnej skreconej post-grupy,
rownowazne pojeciu skosnego lewostronnego wiazara. W trakcie wystapienia
przyjrzymy sie takze temu pojeciu.

MSC (2020): 17B38, 20N10, 20N99

128 BI1ALYSTOK, 8-12 WRZES$NIA 2025



TEORIA GRUP, PIERSCIENI I CIAL

Literatura

[1] Ch.Bai, L. Guo, Y. Sheng, R. Tang, Post-groups, (Lie-)Butcher group and Yang-Baxter
equation, Math. Ann., 2024, 388, 3127-3167.

[2] V. Bardakov, V. Gubarev, Rota-Baxter groups, skew left braces, and the Yang-Baxter
equation, J. Algebra, 2022, 596, 328-351.

[3] T. Brzezinski, Trusses: between braces and rings, Trans. Amer. Math. Soc., 2019,
372, 4149-4176.

[4] L. Guarnieri, L. Vendramin, Skew braces and the Yang-Baxter equation, Math.
Comp., 2017, 86, 2519-2534.

[5] Z.Li, S. Wang, Rota-Baxter systems and skew trusses, J. Algebra, 2023, 623, 447-
480.

[6] S. Wang, (Weak) twisted post-groups, skew trusses and rings, arXiv:2307.10535.

Wielomianowe réwnania Pella postaci
P(x)?—(x®+ax?+b)Q(x)?=1

Tomasz Jedrzejak
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: tjedrzejak@gmail.com

Wielomianowe réwnania Pella to réwnania funkcyjne bedace odpowiednikiem
diofantycznych réwnan Pella w pierscieniu wielomianéw. Ich nietrywialne roz-
wigzania zwigzane sg z niestatymi jednosciami w kwadratowych ciatach funk-
cyjnych. W odréznieniu od diofantycznych réwnan Pella moga one nie posiada¢
nietrywialnych rozwigzan. Wtasnie gléwnym problemem jest badanie czy i kiedy
istniejq takie nietrywialne rozwigzania.

W referacie najpierw przedstawie podstawowe wiasnosci wielomianowych
réownan Pella oraz wcze$niejsze wyniki (np. [2]). Nastepnie opowiem o ostatnio
uzyskanych wynikach wspdlnie z doktorantem w oparciu o naszg ostatniag pracg
[3]. W szczegdlnosci podam pelng charakteryzacje rozwigzywalnosci tytutowych
réwnan w pierécieniach Q[x] i Z[x] oraz jawne postacie rozwigzan.
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Skosne dwustronne klamerkoidy

Izabela Agata Malinowska
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: i.malinowska@uwb.edu.pl

W referacie zostana oméwione uzyskane wyniki w oparciu o ostatnio opubliko-
wang prace [2].

Isabel Martin-Lyons i Paul J. Truman [3] uogdlnili definicje klamerki sko$nej
(skew brace), aby utworzy¢ nowy obiekt algebraiczny, ktéry nazwali klamer-
koidem sko$nym (skew bracoid). Ich konstrukcja obejmuje dwie grupy oddzia-
tujace na siebie w sposéb analogiczny do warunku zgodnosci znajdujacego
sie w definicji klamerki skosnej. Stworzyli narzedzia do charakteryzowania
i klasyfikowania klamerkoidéw skosnych oraz badali podstruktury i ilorazy kla-
merkoidéw skosnych. Jako zastosowanie udowodnili, ze skonczone klamerkoidy
sko$ne odpowiadaja strukturom Hopfa-Galoisa na skonczonych rozdzielczych
rozszerzeniach ciat (finite separable extensions of fields), uogdlniajac istniejacy
zwiazek miedzy skoficzonymi klamerkami sko§nymi a strukturami Hopfa-Galoisa
na skonczonych rozszerzeniach Galoisa. W pracy [2] badamy klamerkoidy dwu-
stronne. Rump [4] pokazatl, ze jesli lewostronna klamerka (B, *, -) jest klamerka
dwustronna, a dziatanie  : B x B — B jest zdefiniowane przez axb = a-b+ab
dla wszystkich a, b € B, to (B, *, x) jest pierScieniem radykalnym Jacobsona. Lau
[1] pokazal, ze jesli (B, x,-) jest lewostronng klamerka, a dziatanie * jest taczne,
to (B, *, -) jest klamerka dwustronna. Udowodnimy odpowiedniki tych wynikéw
w przypadku klamerkoid6w.

MSC (2020): 16T25, 81R50

130 BI1ALYSTOK, 8-12 WRZES$NIA 2025


mailto:i.malinowska@uwb.edu.pl

TEORIA GRUP, PIERSCIENI I CIAL

Literatura

[1] L Lau, An associative left brace is a ring, J. Algebra Appl., 2020, 19(09), 2050179.

[2] L.A. Malinowska, Skew two-sided bracoids, Beitr. Algebra Geom,
DOI: 10.1007/s13366-024-00765-8.

[3] L Martin-Lyons, P.J.Truman, Skew bracoids, J. Algebra, 2024, 638, 751-787.

[4] W. Rump. Braces, radical rings, and the quantum Yang-Baxter equation, J. Algebra,
2007, 307(1), 153-170.

Pierscienie, w ktorych elementy nilpotentne tworza pod-
pierscien radykalny Wedderburna

Ryszard Mazurek
Politechnika Biatostocka
e-mail: rmazurek@pb.edu.pl

Referat dotyczy nowej klasy pierscieni, nazwanych pierscieniami NRW [1]. Sa
to pierScienie, w ktérych elementy nilpotentne tworzg podpierscien radykal-
ny Wedderburna. Oméwione zostang podstawowe wiasnosci pierscieni NRW.
Klasa ta obejmuje wiele znanych i istotnych typéw pierscieni, takich jak pier-
Scienie rozdzielne, Armendariza, duo, filialne oraz silnie 2-prymalne. Naleza
do niej réwniez pierscienie nilpotentno-pdtprzemienne [1], czyli spelniajace
warunek polprzemiennosci (ab =0 =V, axb = 0) ograniczony do elementéw
nilpotentnych.

Przedstawiona zostanie takze konstrukcja idealu #/(R), zdefiniowanego za
pomoca prawostronnych ideatéw pierScienia R, ktére sg pierScieniami NRW.
Konstrukcja ta jest analogiczna do iteracyjnego sposobu definiowania radykatu
pierwszego. Jak sie okazuje, problem Kéthego ma pozytywne rozwigzanie w kla-
sie pierScieni spetiajacych warunek R = #/(R). Oméwione zostanie réwniez
zachowanie wlasno$ci NRW przy klasycznych konstrukcjach pierscieniowych,
takich jak sumy proste, pierScienie macierzowe i rozszerzenia Dorroha.

Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr WZ/WI-IIT/2/2025 w Politechnice Biatostockiej
i sfinansowane z subwencji badawczej przekazanej przez ministra wtasciwego do spraw nauki.

MSC (2020): 16S35, 16S36, 16N40
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Idealy istotne w pier$cieniach macierzy

Karol Pryszczepko
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: karolp@math.uwb.edu.pl

Wspétautorzy: Ryszard Romuald Andruszkiewicz (Uniwersytet w Bialymstoku)

Opiszemy idealy istotne w pierScieniu n x n-macierzy nad dowolnym pierScieniem
R. Podamy charakteryzacje klasy pierscieni R takich, ze dowolny ideat istotny
pierScienia n x n-macierzy nad R jest pierécieniem n x n - macierzy nad pewnym
idealem istotnym pierscienia R.
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Relacje miedzy algebrami a afgebrami Liego

Krzysztof Radziszewski
Uniwersytet w Biatymstoku
e-mail: k.radziszewski@uwb.edu.pl

Afgebra Liego to system algebraiczny sktadajacy sie z przestrzeni afinicznej
wraz z bi-afinicznym nawiasem, spetniajacym afiniczne wersje antysymetrii
oraz tozsamosci Jacobiego. Przedstawimy zwiazek miedzy afgebrami Liego
a algebrami Liego. W szczegdlnosci pokazemy, ze kazda afgebra Liego jest
izomorficzna z algebra Liego wraz z pewnym elementem i uogoélniong derywacja.
Zwiazek miedzy tymi strukturami zilustrujemy kilkoma przyktadami.

Prezentowane wyniki pochodzg z pracy [1] napisanej wspélnie z Ryszardem Andruszkiewiczem
i Tomaszem Brzezinskim.
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Liczby Reidemeistera: kongruencje Gaussa, dynamiczne
zeta funkcje, wzrost i entropia topologiczna

Mateusz Slomiany
Uniwersytet Szczecinski
e-mail: mateusz.slomiany@phd.usz.edu.pl

Wspétautorzy: Alexander Fel’shtyn (Uniwersytet Szczeciniski)

Niech G jest grupa i ¢ : G — G jej endomorfizmem. Méwimy, ze x,y € G sa
w tej samej klasie skreconej sprzezonosci, jezeli istnieje takie g € G, ze

y=gxp(g™).

10. FORUM MATEMATYKOW POLSKICH 133


mailto:k.radziszewski@uwb.edu.pl
mailto:mateusz.slomiany@phd.usz.edu.pl

REFERATY

Bycie w tej samej klasie skreconej sprzezonosci jest relacja réwnowaznosci.
Liczbe klas skreconej sprzezonosci nazywamy liczbg Reidemeistera endomorfizmu
¢ i oznaczamy R(p).

W naszych badaniach rozwazamy liczby Reidemeistera R(¢) iteracji endo-
morfizméw grup. Jezeli dla kazdego k € N liczba R(¢*) < oo, to endomorfizm
(¢ nazywamy oswojonym (ang. tame). Z ciagiem {R(*)}, oswojonego endomor-
fizmu ¢ zwigzana jest zeta funkcja Reidemeistera

0 k
R
Ry(2) :=exp (Z %zk), (1)
k=1
ktorej wymierno$¢ okazuje sie implikowac¢ zachodzenie kongruencji Gaussa
D 1(n/k)-R(p*) =0 (mod n), @
kin

gdzie u jest znang z teorii liczb funkcjg Mobiusa. Nasze wyniki dotyczg kryteriow
dla wymiernosci zeta funkcji Reidemeistera (1) oraz kongruencji Gaussa (2)
w pewnych klasach grup.

Wazrost (ang. growth rate) liczb Reidemeistera endomorfizmu grupy definiu-
jemy jako granice ciagu liczb Reidemeistera jego iteracji

R*°(p) := lim R(¢"),
k— o0

o ile ta granica istnieje. Dla pewnych klas grup ustaliliémy jawny wzér na
wzrost. W przypadku niektdrych automorfizméw wzrost okazuje sie by¢ zwiazany
z entropia topologiczna odwzorowania dualnego @ indukowanego na przestrzeni
unitarnych, nieprzywiedlnych reprezentacji.

W trakcie wystapienia przedstawie nasze najnowsze wyniki z [3] dotyczace
przedstawionych wyzej obiektéw i ich zwiazkéw oraz omdéwie techniki zastoso-
wane w dowodach.
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(P6h grupy macierzy tréjkatnych o pewnych szczegdlnych
przekatnych

Roksana Stowik
Politechnika Slaska
e-mail: roksana.slowik@polsl.pl

W teorii grup, i nie tylko, mozna znalez¢ wiele wynikéw dotyczacych przedsta-
wienia jej elementéw w postaci iloczynéw elementéw o pewnych szczeg6lnych
wiasnosciach. Przyktadem takich szczegdlnych elementéw moga by¢ inwolucje,
tj. elementy x, ktére spetiajg réwnanie (kwadratowe) x?—1 = 0. Znane jest
twierdzenie méwiace, ze macierze okre$lone nad ciatem, bedace inwolucjami,
generuja grupe wszystkich macierzy o wyznaczniku réwnym =+1. Naturalnym
wydaje sie by¢ pytanie czy podobne twierdzenie spelione jest dla macierzy
speliajacych inne réwnania kwadratowe.

Niech F bedzie ciatem, .o/ - algebra zdefiniowang nad F, natomiast q oznacza
wielomian q(x) = a,x? + a; x + ay, gdzie a, # 0. Jedlit a € ./ spelnia q(a) =0,
powiemy, ze element a jest g(x)-kwadratowy. W pracy [1] udowodniono, ze
kazda N x N macierz tréjkatna, ktérej elementy diagonalne przyjmuja postac
Aslilgi, s; +t; = k dla kazdego i € N, A, A, # 0, moze by¢ zapisana jako
iloczyn k macierzy q(x)-kwadrtowych, gdzie q;_ ; (x) = (x —2;)(x — A,). Ten
wynik implikuje kolejne pytania. Czy podobny rezultat zachodzi, gdy A, A, = 0?
A gdy zastagpimy q(x) wielomianem stopnia n (n = 3)? Czy wygenerowane
zbiory sg grupami? Na te pytania odpowiemy, przynajmniej czesciowo, w trakcie
wystgpienia.

MSC (2020): 15A23, 15A18, 20H20
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Proste rozwigzanie problemu Strattona i Webba

Mateusz Woronowicz
Uniwersytet w Bialymstoku
e-mail: m.woronowicz@uwb.edu.pl

Wspdtautorzy: Ryszard Romuald Andruszkiewicz (Uniwersytet w Bialymstoku)

Prawdopodobnie najbardziej naturalng kwestig dotyczaca grup abelowych, kto-
ra mozna rozwazy¢ w kontekscie okre$lania na nich struktury pierScienia, jest
pytanie czy ustalona grupa abelowa A moze by¢ grupg addytywna pewnego
pierScienia z niezerowym mnozeniem. W przypadku gdy odpowiedz na to pyta-
nie jest negatywna, méwimy ze A jest nil-grupq. Istnieje kilka uogdlnien tego
pojecia, ktére byty badane w licznych pracach powstalych na przestrzeni ostat-
nich kilkudziesieciu lat. Jednym z nich jest koncepcja podgrupy kwadratowej
grupy abelowej definiowanej obecnie jako grupa generowana przez kwadraty
wszystkich mozliwych pierscieni o ustalonej grupie addytywnej. Dla dowolnej
grupy abelowej A, jej podgrupa kwadratowa OA opisana jest wiec wzorem:

OA= Z AxA,
*€Mult(A)

gdzie Mult(A) oznacza zbior wszystkich mnozen pierScieniowych na A. W szcze-
gblnosci wynika stad, ze A jest nil-grupg wtedy i tylko wtedy, gdy OA = {0}.
Podstawowy problem zwigzany z pojeciem podgrupy kwadratowej grupy abelo-
wej zostat sformutowany w roku 1980 przez A. E. Strattona oraz M. C. Webba
i dotyczyt on istnienia grupy abelowej A, dla ktérej grupa ilorazowa A/0OA nie
jest nil-grupa. W pracy [6], Stratton i Webb wykazali réwniez, iz nie istnieje
torsyjna grupa abelowa o tej whasnosci. Dla grup nietorsyjnych wspomniany
problem pozostal nierozwigzany przez 35 lat.

Pierwszy przyklad mieszanej grupy abelowej A takiej, ze A/OA nie jest nil-
grupg zostat podany przez A. Najafizadeha w pracy [5]. Poniewaz Autor uzywat
zaawansowanych narzedzi takich jak produkt tensorowy grup abelowych oraz
twierdzenia o rozszczepialno$ci modutéw, nie mégt on zaktada¢ waznej dla
wielu algebraikéw lacznosci pierscieni. Rok pdzniej, w ramach artykutu [2],
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opublikowali$my nowy, znacznie bardziej elementarny dowdd tego rezultatu
pozwalajacy na konkluzje, ze wynik Najafizadeha pozostaje prawdziwy takze
w przypadku rozwazania jedynie pierScieni acznych.

Pierwsze przykltady beztorsyjnych grup abelowych zaréwno nieskonczone;j,
jak i skoniczonej rangi, dla ktérych problem Strattona i Webba ma pozytywne
rozwigzanie bez wzgledu na to, czy zakladana jest tgcznos¢ rozwazanych pier-
Scieni, skonstruowali$my odpowiednio w publikacjach [1] oraz [3]. Kluczowa
role w naszych rozumowaniach odegraty wlasnosci p-czystych podgrup grupy
addytywnej pierscienia liczb p-adycznych catkowitych oraz wtasnosci pewnych
podpierscieni skonczonych rozszerzen ciata liczb wymiernych.

W artykule [4] przedstawiliSmy alternatywne rozwigzanie problemu Strat-
tona i Webba dla beztorsyjnych grup abelowych dowolnej skonczonej rangi
wiekszej niz dwa wykorzystujac jedynie klasyczne metody znane z teorii grup
abelowych oraz fakt, ze kazdy podpierscien ciata liczb wymiernych jest filialny.

Podczas referatu szczegétowo omdéwione zostang wyniki uzyskane w pracy
[4], za$ rezultaty opublikowane w pozostatych cytowanych wyzej artykutach
stanowi¢ beda szerokie tto naszych rozwazan.
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czasowych opisujqcych notowania gietdowe 88

Agnieszka NIEMCZYNOWICZ - Hiperzespolone sieci neuronowe: aktualny

stan wiedzy i perspektywy rozwoju 88
Dariusz PARTYKA - Struktury regresji zespolonej 89
Rachunek prawdopodobienstwa i jego synergie 91

Wojciech CYGAN - Niegaussowskie granice dla pewnych funkcjonatéw geo-
metrycznych dla otoczek wypuktych generowanych przez dwa niezalezne
spacery losowe 91

Andrzej Luczak - Statystyka matematyczna a statystyka kwantowa. Strate-
gie bayesowska i minimaksowa 92

Michal STRZELECKI - Od nieréwnosci Dooba do oszacowar zwigzanych
z operatorem Hardy’ego 93

Anna WysoczANSKA-KULA - Rozktad Levy’ego-Khinchine’a dla grup kwan-
towych 93

Rzeczywista geometria algebraiczna i teoria osobliwosci 94

Juliusz BANECKI - Twierdzenia o jednostajnej (retrakcyjnej) wymiernosci
i ich zastosowania 94

Janusz GWOZDZIEWICZ - Rzeczywista hipoteza jakobianowa przy niskich
stopniach sktadowych 95

Tadeusz KRASINSKI - Skoki liczb Milnora w liniowych deformacjach osobli-
wosci 95

Wojciech KUCHARZ - Odwzorowania ciggte z algebraicznie konstruowalnymi
wykresami 926

Krzysztof KURDYKA - Twierdzenie typu Hartogsa dla odwzorowan o wykresie
algebraicznie konstruowalnym 96
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Andrzej LENARCIK - O nieregularnych liczbach Eojasiewicza II 97
Piotr MORMUL - Rekurencje Jeana dla dystrybucji Goursata revisited 98

Krzysztof Jan NOWAK - Stratyfikacje i opis przez termy nad ciatami henselow-
skimi ze strukturq analityczng, jednostajne parametryzacje Yomdina-Gromoval 00

Wiestaw PAWLUCKI - O rafinacjach Glaesera 101
Adam ROzZycCKI - Formuta Milnora osobliwosci kwazi-zwyczajnych 101
Karolina ZAasac - Problemy aproksymacyjne w geometrii algebraicznej 102
Sesja ogolna, poswiecona innym zagadnieniom matematycznyml03

Andrzej KALUZA - Uczenie glebokie w estymacji czasowo-gmiennych pa-
rametrow w modelach Markowa — zastosowania do regresji nieliniowej
i stochastycznych réwnan rézniczkowych 103

Grzegorz Lysixk - Gladkosé funkgji analitycznych w sensie Dunkla 104

Ewa ROSZKOWSKA - Zastosowanie metody B-TOPSIS w analizie danych

ankietowych: ocena jakosci zycia mieszkancow miast Europy 105
Struktury algebraiczne i kombinatoryka 106
Maciej GNATOWSKI - Réwnania diofantyczne z funkcjq silnia 106
Malgorzata JASTRZEBSKA - Anihilatory w pierscieniach tqcznych 107
Krzysztof KOwITZ - Liczby mite a liczby Sophie Germain 108
Ryszard MAZUREK - Uporzqdkowane pélgrupy ternarne 109
Adam MICHALOWSKI - Twierdzenie Wagnera-Prestona 110
Wojciech MLOTKOWSKI - Kombinatoryka w wolnej probabilistyce 111
Agnieszka STOCKA - Uogdlnienia skoriczonych krat modularnych 112
Kamil ZABIELSKI - Magmy antylgczne w algebrze obliczeniowej 113
Struktury geometryczne i uklady catkowalne 114
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Jan Leszek CIESLINSKI - Zastosowanie algebr Clifforda i grup Spin do
uktadéw catkowalnych 114

Alina DOBROGOWSKA - Nowe spojrzenie na algebry Liego 116

Tomasz GOLINSKI - Dziwne wlasnosci nawiaséw Poissona na rozmaitosciach

Banacha 116
Grzegorz JAKIMOWICZ - Banachowskie algebroidy Liego, a liniowe struktury

Poissona na banachowskich wigzkach wektorowych 117
Aneta SLIZEWSKA - Struktury geometryczne swiqgzane z W*-algebrq 118
Marzena SZAJEWSKA - Funkcje Casimira algebr Liego 119

Struktury incydencyjne, geometrie skonczone, teoria kodéw 120

Pawel CHLOSTA - Nowa metoda zapisu i badania wybranych wtasnosci grafow
nieskierowanych 120

Krzysztof PETELCZYC - Geometria binarnych sympleks kodéw i kwadratowe

konfiguracje kombinatoryczne 121
Mariusz ZYNEL - Automorfizmy geometrii zwiqzanych z binarnymi kodami

o statej odlegtosci 122
Teoria grup, pierscieni i cial 123

Ryszard Romuald ANDRUSZKIEWICZ - Rogszerzenia pierscieni tqcznych
za pomocq pierscienia liczb catkowitych 123

Oleg BOGOPOLSKI - Grupy relatywnie hiperboliczne: skoriczone podgrupy
nieparaboliczne, problem rzedu i problem réwnan wykladniczych 124

Tomasz BRZEZINSKI - Skosne derywacje na rogszerzeniach pierscienia liczb

catkowitych 125
Waldemar HOLUBOWSKI - Endomorfizmy przestrzeni liniowych nieskon-

czonego wymiaru 126
Malgorzata HRYNIEWICKA - Klamry, wigzary, post-grupy 127
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Tomasz JEDRZEJAK - Wielomianowe réwnania Pella postaci
P(x)?>—=(x®+ax?+b)Q(x)*=1 129

Izabela Agata MALINOWSKA - Skosne dwustronne klamerkoidy 130

Ryszard MAZUREK - Pierscienie, w ktdrych elementy nilpotentne tworzq
podpierscien radykalny Wedderburna 131

Karol PRYSZCZEPKO - Idealy istotne w pierscieniach macierzy 132
Krzysztof RADZISZEWSKI - Relacje migdzy algebrami a afgebrami Liego 133

Mateusz SLOMIANY - Liczby Reidemeistera: kongruencje Gaussa, dynamiczne
zeta funkcje, wzrost i entropia topologiczna 133

Roksana SLOWIK - (Pét)grupy macierzy tréjkqtnych o pewnych szczegdlnych
przekgtnych 135

Mateusz WORONOWICZ - Proste rozwigzanie problemu Strattona i Webbal 36

Prelegenci 139
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