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Proste rozwigzanie problemu Strattona i Webba
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Prawdopodobnie najbardziej naturalng kwestia dotyczaca grup abelowych, kto-
rg mozna rozwazy¢ w kontekscie okreSlania na nich struktury pierScienia, jest
pytanie czy ustalona grupa abelowa A moze by¢ grupa addytywna pewnego
pierScienia z niezerowym mnozeniem. W przypadku gdy odpowiedz na to py-
tanie jest negatywna, mowimy ze A jest nil-grupqg. Istnieje kilka uogélnien tego
pojecia, ktére byly badane w licznych pracach powstatych na przestrzeni ostat-
nich kilkudziesieciu lat. Jednym z nich jest koncepcja podgrupy kwadratowej
grupy abelowej definiowanej obecnie jako grupa generowana przez kwadraty
wszystkich mozliwych pierScieni o ustalonej grupie addytywnej. Dla dowolnej
grupy abelowej A, jej podgrupa kwadratowa OA opisana jest wiec wzorem:

OA= Z AxA,
*€Mult(A)

gdzie Mult(A) oznacza zbiér wszystkich mnozen pierScieniowych na A. W szcze-
gblnosci wynika stad, ze A jest nil-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy OA = {0}.
Podstawowy problem zwigzany z pojeciem podgrupy kwadratowej grupy abe-
lowej zostat sformutowany w roku 1980 przez A. E. Strattona oraz M. C. Webba
i dotyczyt on istnienia grupy abelowej A, dla ktdrej grupa ilorazowa A/CIA nie
jest nil-grupa. W pracy [6], Stratton i Webb wykazali réwniez, iz nie istnieje
torsyjna grupa abelowa o tej wlasnosci. Dla grup nietorsyjnych wspomniany
problem pozostal nierozwigzany przez 35 lat.

Pierwszy przyklad mieszanej grupy abelowej A takiej, ze A/OA nie jest nil-
grupa zostal podany przez A. Najafizadeha w pracy [5]. Poniewaz Autor uzy-
wal zaawansowanych narzedzi takich jak produkt tensorowy grup abelowych
oraz twierdzenia o rozszczepialnosci modutéw, nie mégt on zaktada¢ waznej
dla wielu algebraikéw tacznosci pierscieni. Rok pdzniej, w ramach artykutu [2],
opublikowalismy nowy, znacznie bardziej elementarny dowdd tego rezultatu
pozwalajacy na konkluzje, ze wynik Najafizadeha pozostaje prawdziwy takze
w przypadku rozwazania jedynie pierScieni facznych.
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Pierwsze przyklady beztorsyjnych grup abelowych zaréwno nieskonczone;j,
jak i skonczonej rangi, dla ktérych problem Strattona i Webba ma pozytywne
rozwigzanie bez wzgledu na to, czy zakladana jest tgcznos$¢ rozwazanych pier-
Scieni, skonstruowaliémy odpowiednio w publikacjach [1] oraz [3]. Kluczowq
role w naszych rozumowaniach odegraty wlasnosci p-czystych podgrup grupy
addytywnej pierscienia liczb p-adycznych catkowitych oraz wtasnosci pewnych
podpierscieni skonczonych rozszerzen ciata liczb wymiernych.

W artykule [4] przedstawiliSmy alternatywne rozwigzanie problemu Strat-
tona i Webba dla beztorsyjnych grup abelowych dowolnej skoriczonej rangi
wiekszej niz dwa wykorzystujac jedynie klasyczne metody znane z teorii grup
abelowych oraz fakt, ze kazdy podpierscien ciata liczb wymiernych jest filialny.

Podczas referatu szczegétowo omdéwione zostang wyniki uzyskane w pracy
[4], za$ rezultaty opublikowane w pozostalych cytowanych wyzej artykutach
stanowi¢ beda szerokie tto naszych rozwazan.
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