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Jednym z popularnych stanowisk w sporze o podstawy matematyki byt logi-
cyzm proponujacy redukcje matematyki do logiki. Problemy z ujeciem formal-
nym logicyzmu, ktdéry bylby dla potrzeb matematykdéw bezpieczny (system Fre-
gego okazal sie sprzeczny) i praktyczny (teoria typéw Russella i Whiteheada
byta zbyt skomplikowana), doprowadzily do zarzucenia tego projektu. Aksjo-
matyczne ujecia teorii mnogosci, zwtaszcza ZFC, sa traktowane jako standard
od ponad stu lat, a teoria mnogosci wydaje sie precyzyjnie odseparowana od
logiki. Sporadyczne préby reaktywacji ostabionych form logicyzmu nie cieszyty
sie popularnoscia, poza kregiem filozoféw matematyki. Wydaje sie jednak, ze
rozwdj wspolczesnej teorii dowodu umozliwia podjecie obrony stabszej wersji
logicyzmu okre$lanej jako strukturalny neologicyzm (Tennant [1]).

W projekcie strukturalnego neologicyzmu nie chodzi o redukcje matematyki
do logiki, ale o uwyraznienie réznicy miedzy znaczeniem dyskursu matematycz-
nego a istnieniem obiektéw, o ktérych sie méwi. Przydatne jest odwotanie sie
do rozréznienia miedzy klasami — dowolnymi kolekcjami, ktére mozna scharak-
teryzowac za pomoca jezyka, a zbiorami — klasami, ktdre istniejg. Tennant [1]
konstruuje pewna (nieklasyczng) logike klas Fregego (FCT), ktdéra charaktery-
zuje podstawowe pojecia teorio-mnogosciowe, ale nie pozwala na dowodzenie
twierdzen o istnieniu obiektéw, ktére pod nie podpadaja. Innym rozwigzaniem
jest oparta na logice klasycznej wirtualna teoria klas (VTC) zaproponowana
przez Quine’a [2]. W obu przypadkach kluczowe jest stosowanie abstraktéw ja-
ko reprezentantéw klas, a srodki wspdtczesnej teorii dowodu dostarczaja wia-
Sciwych narzedzi do precyzyjnego ujecia zaréwno FCT jak i VTC.

Teoria dowodu, zaproponowana jako autonomiczny dzial matematyki przez
Davida Hilberta, rozwinela specyficzne narzedzia analizy dowodu dzieki Ger-
hardowi Gentzenowi w latach 30-tych XX w. Zwtlaszcza rachunki sekwentowe,
dzieki specyficznej formie regut, okazaly sie nieocenionym s$rodkiem w bada-
niach teorio-dowodowych. Ich zastosowanie doprowadzito do wielu waznych
wynikéw o specyficznym charakterze, jak twierdzenia o eliminacji ciecia, nor-
malizacji dowodu, czy whasnosci podformut. Umozliwiaja one dla wielu teorii
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rowniez konstruktywne dowody wynikéw teorio-modelowych, jak niesprzecz-
nos¢, rozstrzygalnos¢ czy interpolacja. Posrednio wyniki zwigzane z rachun-
kami sekwentowymi przyczynily sie tez do rozwinigcia teoretycznych podstaw
dla automatyzacji dowodzenia i konstrukeji systeméw rezolucji czy tablicowych,
ktore sa tam powszechnie wykorzystywane.

Niestety badania nad regutowym ujeciem operatoréw nazwotwodrczych, ta-
kich jak operator abstrakcji, nie byly wczesniej podejmowane. Z tego powodu
trudno uzyska¢ rachunki sekwentéw, ktore charakteryzowatyby w zadowalaja-
cy sposéb systemy teorii mnogosci lub logiki klas, takie jak VTC. Gléwny nurt
badan teorio-dowodowych nad teorig mnogosci (ordinal proof theory) nie wy-
magat takich modyfikacji rachunku sekwentéw. Réwniez w automatycznym do-
wodzeniu twierdzen uzywa sie systeméw z dodanymi aksjomatami teorii mno-
gosci (np. w srodowisku Metamath, HOL, Isabelle czy Mizar).

Zaprezentujemy inne podejscie do klas w ramach strukturalne;j teorii dowo-
du, w postaci czysto regutowego ujecia VTC jako rachunku sekwentéw, dla kto-
rego mozna udowodni¢ twierdzenie o eliminacji ciecia i pewne jego konsekwen-
cje (np. niesprzecznos$¢ VTC). System ten mozna modularnie poszerzac za po-
moca regut charakteryzujacych rozmaite operacje i predykaty teorio-mnogosciowe.
Pokazemy tez, ze mozna na jego podstawie uzyskac istotne fragmenty takich
teorii jak ZF w sposéb czysto regutowy, bez dodawania aksjomatéw. W przypad-
ku takich wzmocnien wychodzimy juz poza logike klas, gdyz reguly te pozwa-
laja na dowody egzystencjalne (np. dowody aksjomatéw istnienia pary, sumy,
zbioru potegowego, nieskonczonosci).

Badania zostaly zrealizowane w ramach projektu ExtenDD finansowanego przez European Re-
search Council (ERC ADG 101054714).
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