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Kombinatoryka w wolnej probabilistyce
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Wolna probabilistyka została zapoczątkowana pracą Voiculescu z 1985 roku

i jest niekomutatywną wersją rachunku prawdopodobieństwa. Nie mamy tu

zbioru Ω tylko zespoloną nieprzemienną ∗-algebrę A zmiennych losowych,

wraz z ustalonym funkcjonałem φ : A → C, który pełni rolę wartości ocze-

kiwanej. Wolna niezależność jest związana z iloczynemwolnym algebr i prowa-

dzi do operacji splotu wolnego miar probabilistycznych na R. Splot ten można

opisać kombinatorycznie przy pomocy wolnych kumulant.

Dokładniej, rodzinę π niepustych, parami rozłącznych podzbiorów zbioru

X nazywamy partycją zbioru X jeśli
⋃

π = X . Jeśli dodatkowo X jest liniowo

uporządkowany to partycję π nazywamy nieprzecinającą się jeśli zachodzi im-

plikacja:

x1 < x2 < x3 < x4, x1, x3 ∈ U ∈ π, x2, x4 ∈ V ∈ π =⇒ U = V.

Jeśli |X |= n to liczba nieprzecinających się partycji X jest równa liczbie Catala-

na 1
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�
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Niech µ będzie miarą probabilistyczną na R o nośniku zwartym. Definiuje-

my momenty µ:

sn(µ) :=

∫

R

x
n

dµ(x).

Następnie definiujemy dwa ciągi: klasyczne kumulanty κc
n
(µ), oraz wolne kumu-

lanty κf
n
(µ) miary µ, poprzez następujące relacje:

sn(µ) =
∑

π∈P(n)

∏

V∈π

κc
n
(µ), sn(µ) =

∑

π∈N C(n)

∏

V∈π

κf
n
(µ),

gdzie P(n) (odpowiednio: N C(n)) oznacza rodzinę wszystkich partycji (odpo-

wiednio: wszystkich partycji nieprzecinających się) zbioru {1,2, . . . , n}. Wów-

czas jeśli µ,ν są miarami probabilistycznymi na R o nośnikach zwartych, to ich

splot klasyczny µ ∗ ν i splot wolny µ⊞ ν jest jedyną miarą, która spełnia

κc
n
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n
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dla n= 1,2, . . ., odpowiednio.

W swoim referacie chcę zaprezentować kombinatoryczne aspekty wolnej

probabilistyki. Bardziej zainteresowanym polecam książkę [2]. Od kilku lat jest

też rozwijana skończonawersja wolnej probabilistyki, szczegółymożna znaleźć

w pracy [1].
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